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ENES Juriquilla
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Resumen

Los circuitos de regulación génica son capaces de generar dinámicas de expresión que
emergen de sus interacciones; dos de estas dinámicas son las oscilaciones y el switching
epigenético (i.e. sistemas biestables que en presencia de ruido bioqúımico pueden cam-
biar de un nivel de expresión estable a otro). En particular, estos dos comportamientos
requieren de circuitos con retroalimentación negativa y positiva, respectivamente. Se ha
propuesto que el surgimiento y permanencia de estos circuitos puede darse bajo cier-
tas condiciones evolutivas que favorezcan a las dinámicas que son capaces de generar.
El objetivo de este trabajo es explorar las dinámicas de expresión de un circuito con
retroalimentación positiva y negativa, en especial las oscilaciones y la biestabilidad, el
efecto del ruido bioqúımico en ellas, y el potencial de las oscilaciones y el switching
epigenético como estrategias para lidiar con ambientes fluctuantes cuando estas están
en competencia entre ellas y con la adaptación genética. Esto se investigó a través
del desarrollo de un modelo de ecuaciones diferenciales, simulaciones estocásticas del
modelo y de experimentos evolutivos in silico. Se encontró que el modelo desarrollado
puede presentar los comportamientos de interés además de otras dinámicas que solo son
posibles en presencia del ruido bioqúımico: oscilaciones inducidas por ruido y sistemas
excitables, que mientras que en simulaciones deterministas llegan a un estado esta-
cionario en las simulaciones estocásticas presentan un comportamiento más dinámico.
En las simulaciones evolutivas se identificó que las oscilaciones, el switching epign�etico
y las oscilaciones inducidas por ruido pueden surgir como estrategias para lidiar con
ambientes fluctuantes.

v
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Cap��tulo 1

Introducci�on

La regulaci�on g�enica requiere de complejas interacciones entre genes y prote��nas que
le permiten a las c�elulas controlar la expresi�on de sus genes, de manera que puedan
realizar los procesos necesarios para sobrevivir y funcionar adecuadamente. Estas in-
teracciones forman circuitos de regulaci�on g�enica. Para cumplir sus diversas funciones,
las c�elulas deben lograr que sus genes se expresen en diferentes patrones, los cuales
est�an fuertemente determinados por la estructura de sus circuitos de regulaci�on. Dos
de estas din�amicas de expresi�on son las oscilaciones y elstate switching o switching
epigen�etico. Las oscilaciones son utilizadas para generar variaciones peri�odicas en los
niveles de expresi�on de los genes y requieren de un circuito de regulaci�on con retroali-
mentaci�on negativa (28) (e.g. un gen que inhibe su propia expresi�on). Por otra parte, a
trav�es de procesamiento de se~nales o utilizando el ruido bioqu��mico, elstate switching
le permite a las c�elulas variar la expresi�on de los genes entre dos estados estables (i.e.
biestabilidad); para ello el circuito requiere de retroalimentaci�on positiva (36) (e.g. un
gen que activa su propia expresi�on).

A los circuitos con funciones espec���cas asociadas y que adem�as tienen un bajo n�umero
de componentes en su estructura se les conoce como motivos de redes de regulaci�on
(1). Por dichas caracter��sticas y por ser recurrentes dentro de las redes de regulaci�on
se sugiere que pudieran ser resultado de evoluci�on convergente, pues se ha visto que
en muchos casos los genes del circuito no est�an relacionados y no parecen ser resul-
tado de la duplicaci�on de circuitos ancestrales (1). Por ello, se cree que los motivos
pudieron haber surgido y sido seleccionados varias veces porque las din�amicas que son
capaces de generar resultan ventajosas bajo ciertas condiciones evolutivas. Entender las
condiciones que favorecen dichas din�amicas contin�ua siendo una pregunta inconclusa y
relevante en la biolog��a evolutiva y de sistemas.

Recientemente y a trav�es de simulaciones evolutivas, se ha observado que en ambientes
que 
uct�uan entre dos estados a altas frecuencias elstate switching o switching epi-
gen�etico, que permite un cambio espont�aneo entre estados, puede ser una estrategia
ventajosa en comparaci�on con la adaptaci�on gen�etica (16). En cuanto a las oscilacio-
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nes, aunque se ha observado que ciertos circuitos capaces de generar la din�amica est�an
bien conservados tanto en sistemas naturales como sint�eticos, poco se sabe sobre las
condiciones ambientales que favorecen su selecci�on.

El objetivo de este trabajo es explorar las din�amicas evolutivas y de expresi�on, en
particular la biestable y la oscilatoria, que puedan generarse de un circuito de regula-
ci�on g�enica con retroalimentaci�on positiva y negativa. Estas din�amicas se exploraron
desde tres perspectivas. Primero, se desarroll�o un modelo de ecuaciones diferenciales
del circuito descrito y a trav�es de simulaciones num�ericas y de an�alisis de estabilidad se
caracterizaron regiones del espacio de par�ametros que presentaban oscilaciones y bies-
tabilidad. Segundo, se realizaron simulaciones estoc�asticas del modelo para estudiar el
efecto del ruido bioqu��mico en las din�amicas del circuito. Tercero, a trav�es de simulacio-
nes evolutivas que toman en cuenta la expresi�on estoc�astica de los genes del circuito, se
explor�o el potencial de los switches epigen�eticos y de las oscilaciones como estrategias
que las poblaciones pudieran utilizar para lidiar con ambientes 
uctuantes. Probando
diversas condiciones ambientales se busc�o ganar un entendimiento de las condiciones
que pudieran favorecer a cada estrategia mientras se encuentran en competencia entre
ellas y con la adaptaci�on gen�etica.

Este trabajo est�a dividido en 7 cap��tulos. En el Cap��tulo 2 se encuentra el Marco
Te�orico; aqu�� se presentan las ideas de los circuitos de regulaci�on g�enica, biestabilidad,
oscilaciones y las bases de su modelado matem�atico; el ruido bioqu��mico, su rol funcio-
nal y modelos estoc�asticos, y por �ultimo una perspectiva general de las estrategias que
los organismos pueden utilizar para lidiar con ambientes 
uctuantes. En el Cap��tulo 3
se describe la metodolog��a del trabajo. Los Cap��tulos 4, 5 y 6 corresponden a las sec-
ciones de resultados de cada una de las tres perspectivas descritas: caracterizaci�on de
las din�amicas y del espacio de par�ametros del modelo, el efecto del ruido bioqu��mico en
las din�amicas y los resultados de las simulaciones evolutivas del circuito. Finalmente,
las Conclusiones y Perspectivas se encuentran en el �ultimo cap��tulo.
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Cap��tulo 2

Marco Te�orico

2.1. Circuitos de regulaci�on g�enica

2.1.1. Regulaci�on g�enica

La regulaci�on g�enica es determinante en la funcionalidad e identidad celular. El ge-
noma de un organismo constituye miles de genes, pero para el funcionamiento correcto
de las c�elulas no todos ellos pueden expresarse al mismo tiempo o en las mismas can-
tidades. Por ejemplo, las prote��nas y transcritos (y sus concentraciones) de una c�elula
sangu��nea son diferentes a las de una neurona, a�un cuando ambas poseen el mismo
genoma. La regulaci�on g�enica, a trav�es de complejas interacciones entre genes y pro-
te��nas, permite a las c�elulas controlar la expresi�on de sus genes en t�erminos de cantidad,
tiempo y localizaci�on. La expresi�on de un gen puede ser regulada en distintas etapas
(e.g. evitar la traducci�on de los RNA mensajeros), pero la forma m�as com�un es al inicio
de la transcripci�on: mientras que solo hay una o dos copias por gen en una c�elula, miles
de mol�eculas de RNA pueden ser sintetizadas a partir de un solo gen; evitar que el gen
se transcriba puede resultar m�as sencillo y energ�eticamente m�as e�ciente (39).

El proceso de transcripci�on funciona de la siguiente manera: en ausencia de prote��nas
reguladoras, la enzima RNA polimerasa puede unirse al promotor de un gen y comenzar
a sintetizar mol�eculas de RNA, pero su a�nidad por el promotor suele ser d�ebil y por lo
tanto solo se une ocasionalmente, haciendo que la expresi�on del gen llegue �unicamente a
un nivel bajo llamado basal (39). Las prote��nas reguladoras, tambi�en llamadas factores
de transcripci�on (TFs por sus siglas en ingl�es), reconocen regiones del DNA cerca de los
genes para incrementar su expresi�on (TFs conocidos como activadores) o para inhibirla
(TFs conocidos como represores).

Los activadores suelen tener a�nidad a una regi�on cercana al promotor. Al un��rsele
tambi�en interact�uan con la RNA polimerasa y la atraen al promotor del gen para que
se inicie la transcripci�on (39). De esta manera el activador facilita la uni�on de la en-
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zima y el promotor a trav�es del fen�omeno de cooperatividad (i.e. que un sustrato se
una a una enzima facilita el resto del proceso) (39). Por otra parte, los TFs represores
simplemente deben unirse a la regi�on de DNA del gen con la que interact�ua la RNA
polimerasa, evitando as�� la transcripci�on (39). Tambi�en existen activadores y represores
que realizan regulaci�on alost�erica, de manera que promueven un cambio conformacional
en el DNA o en la RNA polimerasa para cumplir su funci�on (39).

Adem�as de los mecanismos anteriores, en c�elulas eucariontes la regulaci�on suele ser
m�as compleja por la presencia de histonas yenhancers. Las primeras di�cultan la ex-
presi�on g�enica en ausencia de factores de transcripci�on y modi�caciones en ellas (e.g.
metilaci�on) est�as asociadas con cambios en la expresi�on (39). Las segundas son regiones
de DNA donde factores de transcripci�on pueden unirse y promover la transcripci�on de
genes (39).

2.1.2. Motivos y propiedades emergentes

Las complejas interacciones que surgen de los procesos descritos en la secci�on ante-
rior forman circuitos y redes de regulaci�on g�enica. Los circuitos y redes est�an formados
por nodos (e.g. genes) y conexiones que representan el tipo de regulaci�on entre ellos
(i.e. positiva o negativa). Dentro de las redes de regulaci�on existen circuitos recurrentes
(i.e. patrones de interacciones) llamados motivos (1). Se ha teorizado que a lo largo
de la evoluci�on los motivos han surgido y han sido seleccionados m�ultiples veces al ser
estructuras simples (por su bajo n�umero de nodos) con funciones espec���cas de proce-
samiento de se~nales que podr��an ser ventajosas en ciertos ambientes.

Dentro de los motivos m�as comunes se encuentran la retroalimentaci�on positiva y ne-
gativa, esquematizadas en la Figura 2.1. La retroalimentaci�on positiva se da cuando
un TF (X en la Figura 2.1) activa su propia s��ntesis y se caracteriza por tiempos de
respuesta lentos y porque suele aumentar la variaci�on de los niveles de expresi�on entre
las c�elulas. Lo primero se debe a que el gen comienza a expresarse en bajas concen-
traciones y con una velocidad de s��ntesis lenta hasta que llega a cierta concentraci�on,
conocida como el umbral de activaci�on, a partir del cual la s��ntesis se vuelve r�apida y la
prote��na llega a su estado estacionario; el tiempo de respuesta del motivo suele ser m�as
lento que el de una regulaci�on simple (i.e. cuando el TF regula a otro gen que no es el
mismo). Cuando la regulaci�on es d�ebil, la variaci�on suele ser mayor que en la regula-
ci�on simple y cuando es fuerte puede llegar a generar distribuciones bimodales. Por otra
parte, la retroalimentaci�on negativa se da cuando un TF (X en la Figura 2.1) inhibe su
propia s��ntesis y tiene las caracter��sticas opuestas de la retroalimentaci�on positiva. Si
inicialmente su expresi�on es alta (a trav�es de un promotor fuerte) r�apidamente llega al
umbral de represi�on y a su estado estacionario, lo que le permite tener menor variaci�on.

Los dos motivos descritos son la base para las din�amicas de inter�es de este trabajo:
la retroalimentaci�on positiva puede presentar biestabilidad y la negativa, si cuenta con
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2.1 Circuitos de regulaci�on g�enica

Figura 2.1: Ejemplos de motivos de redes de regulaci�on g�enica - Diferentes formas

de obtener retroalimentaci�on positiva (A) y retroalimentaci�on negativa (B) . Un n�umero

impar de interacciones de regulaci�on negativas hacen que el circuito presente retroalimen-

taci�on negativa. Las 
echas que terminan en punta indican activaci�on de la transcripci�on

mientras que las otras indican represi�on.
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su�ciente retraso temporal, oscilaciones. En general, a estos y a otros comportamientos
que surgen en las redes se les conoce como propiedades emergentes de los circuitos de
regulaci�on g�enica (15), pues resultan de las interacciones que componen a los circui-
tos y no se podr��an observar al estudiar individualmente los genes o prote��nas que los
conforman.

2.1.3. Modelos matem�aticos de circuitos de regulaci�on g�enica

Existen diferentes maneras de estudiar las interacciones que conforman a los cir-
cuitos de regulaci�on g�enica. Una de ellas es a trav�es de modelos matem�aticos. Estos
son abstracciones de los complejos sistemas biol�ogicos y pueden servir como herra-
mientas para obtener un mejor entendimiento de ellos, recapitulando sus propiedades.
Modelos de pocas variables pueden servir para entender los principios que permiten
el funcionamiento del sistema (e.g. por qu�e un motivo de retroalimentaci�on negativa
puede presentar oscilaciones); por otra parte, modelos m�as complejos suelen utilizarse
para predecir comportamientos espec���cos (e.g. como la p�erdida de un gen afecta el fun-
cionamiento de una red de regulaci�on de varios componentes). Aunque hay diferentes
tipos de modelos, para entender las din�amicas de los circuitos de regulaci�on g�enica, los
sistemas de ecuaciones diferenciales han sido ampliamente utilizados. A continuaci�on,
se desarrolla un modelo de ecuaciones diferenciales del motivo de retroalimentaci�on
positiva (Figura 2.1 A) con el �n de plantear los principios detr�as de este tipo de re-
presentaci�on de la regulaci�on g�enica.

La tasa de cambio de la concentraci�on del factor de transcripci�on X , qui�en es un
activador de su propia s��ntesis, est�a dada por la siguiente ecuaci�on:

dX
dt

= f (X ) � g(X ) (2.1)

Existen dos reacciones que afectan directamente la concentraci�on de la prote��naX : su
s��ntesis y degradaci�on. De acuerdo a la ley de acci�on de masas, la tasa de la reacci�on
ser�a proporcional a la concentraci�on de los reactivos involucrados, de manera que las
s��ntesis y degradaci�on de X pueden ser representada por funciones dependientes de
su propia concentraci�on: f (X ) y g(X ), respectivamente. Aunque la concentraci�on de
X afecta directamente la expresi�on del mRNA y no de la prote��na, asumimos que la
concentraci�on de esta �ultima es proporcional a la de su mRNA, de manera que al
modelar solo la concentraci�on de la prote��na estamos ignorando el retraso dado en el
proceso de traducci�on. Por lo general, paraf (X ) se utiliza la ecuaci�on de Hill (2.2);
donde K es la tasa de s��ntesis m�axima de la prote��na, K D la constante de disociaci�on
de X con la regi�on reguladora de su promotor yn es el coe�ciente de Hill.

f (X ) = K
X n

K n
D + X n (2.2)

La utilidad de la ecuaci�on de Hill radica en la forma de su curva (Figura 2.2); la for-
ma sigmoidal y ultrasensible suele representar adecuadamente procesos resultantes de
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Figura 2.2: Funci�on de Hill para regulaci�on transcripcional positiva - Con par�ame-

tros K = 80, K D = 40 y n con valores seg�un se indica en la �gura. El par�ametro K D es

la concentraci�on de X requerida para que la funci�on de s��ntesis llegue a la mitad de su

s��ntesis m�axima.

varios pasos, como lo es el de transcripci�on. La ultrasensibilidad permite que cambios
peque~nos en la concentraci�on de la prote��naX produzcan cambios signi�cativos en su
s��ntesis; una manera de pensarlo es que si requieren de varias interacciones para que el
proceso ocurra, este se vuelve m�as factible una vez que la prote��na cruza cierto l��mite
de concentraci�on, pues dichas interacciones se vuelven m�as probables. En la Figura 2.2
se puede ver la forma de la funci�on y el efecto de variar el coe�ciente de Hill. Para la
funci�on con n = 10, cuando la concentraci�on de X tiene valores peque~nos el efecto que
tiene sobre la activaci�on de su s��ntesis es muy bajo, pero conforme se va acercando al
valor de K D la s��ntesis comienza a dispararse; por otra parte, al disminuir el coe�ciente
de Hill la fuerza del disparo va disminuyendo; al llegar an = 1 donde la funci�on ya no
es sigmoidal.

Tradicionalmente, el coe�ciente de Hill se ha asociado con el n�umero de factores de
transcripci�on que se unen de manera cooperativa entre ellos y el DNA para regular al
gen correspondiente, pero el t�ermino de cooperatividad no es exclusivo a la formaci�on
de complejos de factores de transcripci�on. Por ejemplo, se ha visto que mecanismos
post-traduccionales como la fosforilaci�on de prote��nas en m�ultiples sitios tambi�en pue-
de representarse efectivamente con la ecuaci�on de Hill (17).

La degradaci�on de X est�a dada por la funci�on g(X ). La degradaci�on puede estar regu-
lada por diversos mecanismos (e.g. marcas de degradaci�on por el proceso de ubiquitina-
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ci�on) que dependen de interacciones con otras prote��nas o est��mulos. Por simplicidad,
aqu�� planteo un proceso de degradaci�on por diluci�on donde la concentraci�on de pro-
te��na disminuye gracias al crecimiento y divisi�on celular, haciendo deg(X ) una funci�on
lineal:

g(x) = 
X (2.3)

Finalmente, la ecuaci�on (2.1) se convierte en:

dX
dt

= K
X n

K n
D + X n � 
X (2.4)

En la secci�on 2.1.1 se mencion�o que en ausencia de prote��nas reguladoras el proceso
de transcripci�on (y por consiguiente el de la traducci�on de los mRNAs) a�un ocurre,
aunque en menor proporci�on. La ecuaci�on anterior no considera esto y si inici�aramos
con una concentraci�on deX = 0 no habr��a producci�on ni degradaci�on de la prote��na
pues tanto f (X ) y g(X ) son igual a cero. En esta condici�on el sistema se encuentra
en un estado estacionario, es decirdX

dt = 0. Un modelo m�as realista en el que se toma
en cuenta la s��ntesis basal, siendo esta una peque~na proporci�on de la s��ntesis m�axima
representada por�K y donde � 2 (0; 1), es el siguiente:

dX
dt

= K (� + (1 � � )
X n

K n
D + X n ) � 
X (2.5)

Esta ecuaci�on no tiene soluci�on anal��tica; por lo general los sistemas de este tipo re-
quieren de m�etodos num�ericos para encontrar aproximaciones a la soluci�on. Adem�as
de simulaciones computacionales, herramientas de din�amica no lineal suelen utilizarse
para estudiar las din�amicas que puede generar el sistema (e.g. llegar a un estado es-
tacionario); para ello se estudia la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema,
tambi�en llamados estados estacionarios (i.e. cuando la tasa de cambio es igual a cero).
En particular, dependiendo de los par�ametros elegidos, el modelo de la ecuaci�on (2.5)
puede llegar a un estado estacionario �unico o presentar biestabilidad (16).

2.1.4. Biestabilidad

La retroalimentaci�on positiva es capaz de dar lugar a la biestabilidad. La biestabili-
dad se caracteriza por contar con tres estados estacionarios: dos atractores (estables) y
un repulsor (inestable). Aqu��, dependiendo de las condiciones iniciales, las trayectorias
del sistema se ven atra��das a uno de los dos estados estacionarios estables y repelidas del
estado estacionario inestable, donde solo permanecen si la condici�on inicial corresponde
a dicho punto (e.g. X=0 en la ecuaci�on (2.4)). Adem�as, este sistema tiene la capacidad
de funcionar como unswitch en el que se~nales externas al circuito pueden llevarlo de un
estado estacionario a otro y se caracteriza por contar con un tipo de memoria llamada
hist�eresis, en donde el nivel del est��mulo necesario paraencenderel switch es distinto al
nivel necesario paraapagarlo, de manera que el estado en el que se encuentra la c�elula
depende de su historia.
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Figura 2.3: Biestabilidad - Tasa de cambio deX (ecuaci�on 2.5) con respecto aX con

par�ametros K = 80, � = 0 :25, K D = 50, 
 = 1 y n seg�un se indica en la �gura. Con

su�ciente no linealidad (n = 10) el sistema es biestable mientras que conn = 1 el sistema

es monostable (i.e. un solo punto de equilibrio). Los puntos negros representan puntos de

equilibrio atractores y el punto blanco el punto de equilibrio repulsor.

En realidad, la biestabilidad es un caso de la multiestabilidad. Una manera �util de
visualizar los estados estables es mediante pozos de energ��a potencial; cuando el estado
del sistema se encuentra en un pozo, que corresponde a un estado estacionario estable,
para cambiar de pozo debe cruzar una barrera de energ��a. Estos pozos pueden tener
diferentes barreras energ�eticas, haciendo que de unos sea m�as o menos dif��cil salir, es
decir que la fuerza de la perturbaci�on para hacer elswitch puede variar. En biolog��a,
estos pozos pueden verse como estados fenot��picos. Los circuitos que pueden producir
multiestabilidad suelen estar presentes en procesos que requieren que la c�elula cambie
de estado de manera irreversible (e.g. diferenciaci�on) o de ser capaz de cambiar entre
estados de manera din�amica (e.g. metabolismo de lactosa enE. coli ) (36).

El modelo de la ecuaci�on (2.5) representa el circuito g�enico m�as simple que puede
presentar esta din�amica. En la izquierda de la Figura 2.3 se puede ver c�omo para un
conjunto de par�ametros la tasa de cambio del factor de transcripci�on intersecciona tres
veces con el eje x, dando lugar a los tres puntos de equilibrio mencionados. Si bien la re-
troalimentaci�on positiva es necesaria para generar la din�amica, no es su�ciente. Las tres
intersecciones en este sistema son posibles gracias a que el valor den es su�cientemente
alto para darle la forma sigmoidal de la ecuaci�on de Hill; sin esta ultrasensibilidad, es
decir si n = 1, solo se obtiene un estado estacionario estable (Figura 2.3, derecha).

9



2. MARCO TE �ORICO

2.1.5. Oscilaciones

Las din�amicas oscilatorias est�an presentes en varios procesos de las c�elulas, dos de
los m�as comunes son los ciclos circadianos y celulares. Los ciclos circadianos permiten a
diversos organismos expresar ciertas concentraciones de mol�eculas en ciclos con periodo
de 24 horas. En cuanto al ciclo celular, mientras algunos organismos optan por realizar
su divisi�on como una serie de pasos en cadena, otros como el an�bioXenopus laevislo
hace de manera c��clica. En ambos casos, el mecanismo detr�as es un reloj aut�onomo que
funciona gracias a un circuito g�enico con retroalimentaci�on negativa.

La retroalimentaci�on negativa es necesaria para generar oscilaciones; aunque solo ciertos
circuitos cumplen con las condiciones requeridas para oscilar. Por ejemplo, un circuito
de un solo elemento que se autoregula de manera negativa (modelado con la ecuaci�on
(2.5) pero con valores negativos para el coe�ciente de Hill, haciendo al TF un represor
en lugar de un activador), no puede presentar oscilaciones y siempre llega a un estado
estacionario estable. Para que un circuito exhiba oscilaciones debe existir un retraso
temporal que impida al sistema alcanzar su estado estacionario. Existen dos maneras
en las que este puede generarse: incorporando el retraso al circuito de retroalimentaci�on
negativa, ya sea introduciendo m�as elementos o utilizando ecuaciones diferenciales con
retraso temporal expl��cito, o a~nadiendo retroalimentaci�on positiva (28), (11).

Un modelo cl�asico de oscilador biol�ogico es el de Goodwin (20) (Figura 2.4). Su siste-
ma consta de tres variables que corresponden al mRNA (X), a su prote��na (Y) y a un
inhibidor trasncripcional (Z) que es activado por Y y que act�ua sobre X; est�a dado por
el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

dX
dt

= K 1
K n

D

K n
D + Z n � K 2X (2.6)

dY
dt

= K 3X � K 4Y (2.7)

dZ
dt

= K 5Y � K 6Z (2.8)

Solo para algunos par�ametros el modelo presenta el comportamiento requerido: un ciclo
l��mite (i.e. �orbitas cerradas a donde se dirigir�an las trayectorias del sistema (32)). En
particular, la no-linealidad juega un papel importante; para el caso del modelo de Good-
win el valor m��nimo para general oscilaciones esn = 8 (17). Como se mencion�o antes,
a~nadir elementos (el mRNA y una prote��na extra en este caso) a la retroalimentaci�on
negativa no es la �unica manera de generar retraso. Al modelar la retroalimentaci�on
negativa en c�elulas eucariontes, el retraso temporal explicito en las ecuaciones dife-
renciales puede venir de la exportaci�on del mRNA al citoplasma y posteriormente la
importaci�on de la prote��na reguladora al n�ucleo.

10



2.2 Ruido Bioqu��mico

Figura 2.4: Oscilador de Goodwin - Simulaci�on determinista del oscilador de Goodwin

con par�ametros: K 1 = K D = K 3 = K 5 = 1, K 2 = K 4 = 0 :1, K 6 = 0 :11 y n = 10;

con condiciones inicialesX = 0, Y = 0 :2 y Z = 2 :5. En la izquierda se muestran las

concentraciones de las prote��na y mRNA con respecto al tiempo. En la derecha el ciclo

l��mite.

La retroalimentaci�on positiva tambi�en puede evitar que un sistema alcance su estado
estacionario. Las oscilaciones de este tipo de circuito son conocidas comooscilaciones
de relajaci�on y son cualitativamente distintas a las del otro tipo de oscilador (e.g. mo-
delo de Goodwin), pues tienen una fase r�apida y una lenta que les da un aspecto menos
suave (11). Adem�as, se ha observado que la retroalimentaci�on positiva hace que las
oscilaciones mantengan una amplitud robusta ante cambios en los par�ametros, pero a
costo de que el periodo se vuelva m�as sensible (21). Estas diferencia pudieran tener
roles funcionales haciendo a ciertos circuitos ventajosos bajo ciertas condiciones. Los
osciladores con retroalimentaci�on positiva no han sido observados en ciclos circadianos
robustos, pero s�� han sido ampliamente utilizados en modelos del ciclo celular (11).

2.2. Ruido Bioqu��mico

La expresi�on g�enica es intr��nsecamente estoc�astica. Desde el pegado de un factor de
transcripci�on hasta la producci�on �nal de la prote��na hay una serie de eventos proba-
bil��sticos que involucran interacciones de mol�eculas discretas, causando que la expresi�on
g�enica no sea uniforme a�un en poblaciones celulares isog�enicas. Desde hace varios a~nos
se ha observado que el nivel de expresi�on g�enica es variable entre c�elulas, pero solo
recientemente y gracias a que estas din�amicas se han logrado estudiar a nivel de c�elulas
individuales, el fen�omeno y sus causas han sido caracterizados a m�as detalle (29). Las
causas pueden clasi�carse como extr��nsecas e intr��nsecas. Las primeras se re�eren a
las variaciones que pueden ocurrir entre c�elulas, como el n�umero de ribosomas o RNA
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2. MARCO TE �ORICO

polimerasas. Las segundas son variaciones inherentes al proceso de transcripci�on, por
lo que a�un causar��an 
uctuaciones en una poblaci�on gen�eticamente id�entica y con con-
centraciones iguales de componentes celulares (9).

La producci�on de prote��nas se da en disparos estoc�asticos y no de manera continua
y uniforme. En Cai et al. (6), a trav�es de la cuanti�caci�on a lo largo del tiempo de la
enzima� -galactosidasaen c�elulas individuales, se encontr�o que el n�umero de mol�eculas
era constante durante algunos periodos pero hab��a momentos en los que incrementaba,
de manera que en cadadisparo muchas mol�eculas eran sintetizadas y despu�es ven��an
periodos donde no hab��a producci�on. Las fuentes de estos disparos vienen principal-
mente del proceso de transcripci�on. En Golding et al. (14), al contabilizar el n�umero de
mol�eculas de mRNA en E. coli sobre una serie de tiempo, observaron que la transcrip-
ci�on consta de periodos largos donde no hay actividad y de periodos intensos y cortos
donde se sintetizan los transcritos. En c�elulas eucariontes en particular, estos estados
de encendido y apagado tambi�en se han atribuido a rearreglos en la posici�on de los
nucleosomas sobre los promotores (29). En general, el hecho de que en una c�elula exis-
tan solo una o dos copias por gen, hace que las 
uctuaciones tengan efectos notables.
Cuando el promotor se encuentra en el estado de encendido y se produce el disparo de
transcritos, este disparo es ampli�cado cuando dichos transcritos se traducen, haciendo
que las prote��nas tambi�en se sinteticen en disparos.

Otros aspectos importantes del ruido bioqu��mico son el tiempo y la propagaci�on. El pri-
mero se re�ere a que la acumulaci�on de prote��nas a lo largo del tiempo puede amortiguar
la variabilidad generada por la expresi�on endisparos. El segundo a que la 
uctuaciones
pueden ser transmitidas a lo largo de los componentes de las redes de regulaci�on, de
manera que la variabilidad de genes en v��as superiores puede a~nadir a la de el gen o los
genes que regula (7).

2.2.1. Modelos estoc�asticos

En la secci�on 2.1.3 se model�o la expresi�on g�enica considerando la concentraci�on de
la prote��na y utilizando ecuaciones diferenciales, pero al modelar el sistema de esta
forma se ignora el efecto del ruido bioqu��mico y la naturaleza discreta de las prote��nas.
En muchos sistemas con grandes cantidades de mol�eculas el efecto estoc�astico puede
ignorarse, pues se promediar�a y el ruido podr��a no tener implicaciones importantes,
pero este no es el caso en la mayor��a de los sistemas biol�ogicos in vivo. Esencialmente,
los modelos estoc�astico toman en cuenta que las reacciones son procesos aleatorios que
pueden ocurrir con cierta probabilidad, llamadapropensidad (35).

Gillespie desarroll�o una t�ecnica llamada Stochastic Simulation Algorithm (SSA), co-
nocida como el algoritmo de Gillespie, que implementa un procedimiento exacto para
simular las din�amicas qu��micas estoc�asticas de los sistemas bioqu��micos (13). Aqu��, el
nivel de expresi�on g�enica (e.g. el n�umero de prote��nas de las especies involucradas en
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las reacciones) es considerado como un estado del sistema y las din�amicas de expresi�on
como una caminata aleatoria sobre los posibles estados. El sistema cambia de estado
cuando una reacci�on ocurre (e.g. degradaci�on de una mol�ecula); el tiempo entre cada
reacci�on decrece de manera exponencial y supropensidaddepende del estado actual del
sistema; es decir que es proporcional al n�umero de mol�eculas involucradas en la reac-
ci�on. Por ejemplo, para el modelo de la ecuaci�on (2.5) la propensidad de la s��ntesis de
la prote��na X corresponde aK (� + (1 � � ) X n

K n
D + X n ) y la propensidad de su degradaci�on

a 
X .

El algoritmo funciona de la siguiente manera. Dado el estado del sistema (i.e. el n�umero
de elementos de las especies) se calculan las propensidades de las reacciones. Despu�es
se elige una de las reacciones, de manera que la elecci�on de una reacci�on espec���ca es
proporcional a su propensidad, y se eligen el tiempo en el que ocurrir�a la reacci�on, el
cual se toma de una distribuci�on exponencial. Finalmente, el estado del sistema y el
tiempo se actualizan de acuerdo a la reacci�on que ocurri�o. Estos pasos se realizan hasta
alcanzar el tiempo establecido para la simulaci�on.

2.2.2. State-switching

Tradicionalmente se ha visto al ruido bioqu��mico como un obst�aculo con el que la
c�elula debe lidiar para llevar acabo sus funciones; por ejemplo, se ha especulado que
la presencia de motivos de retroalimentaci�on negativa podr��a estar relacionada con su
funci�on de reducir la variaci�on en la expresi�on g�enica (1). Pero existen varios casos en
los que el ruido juega un papel funcional; ladiferenciaci�on probabil��stica es uno de ellos.
Esta permite a c�elulas gen�eticamente id�enticas alcanzar destinos fenot��picos distintos
sin la necesidad de se~nales externas o de desarrollar complejos mecanismos de toma
de decisi�on (e.g. cuando existen muchos destinos fenot��picos una elecci�on estoc�astica
puede llegar a ser m�as sencilla) (7) (25). Aunque existen diversos mecanismos de dife-
renciaci�on probabil��stica, esta secci�on se centra en el destate-switching.

El state-switching o switching epig�enetico requiere de biestabilidad (o multiestabi-
lidad). Las c�elulas que se encuentren en un determinado estado estacionario pueden ser
empujadas fuera de �el gracias a las 
uctuaciones en la concentraci�on de sus prote��nas
provocadas por el ruido bioqu��mico; retomando la analog��a de los pozos de potencial, el
ruido puede llevar a la c�elula de un pozo a otro. Simulaciones estoc�asticas con el algo-
ritmo de Gillespie del modelo de la ecuaci�on (2.5) resultan en una distribuci�on bimodal
de la concentraci�on de la prote��na, donde las modas corresponden a los estados estacio-
narios estables indicados en la Figura 2.5. La distribuci�on tambi�en es indicativa de la
probabilidad de transici�on entre los estados, siendo la moda mayor el estado estaciona-
rio del que es m�as dif��cil salir. La frecuencia de transici�on depende de los par�ametros y
como se ver�a en secciones posteriores, ciertas frecuencias pueden resultar ben�e�cas en
algunos contextos.
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Figura 2.5: Switch Epigen�etico - Simulaci�on estoc�astica del modelo descrito en la

secci�on 2.1.3, ecuaci�on (2.5). En la izquierda se muestra la serie de tiempo de la simulaci�on

del n�umero de mol�eculas de la prote��na X ; a la derecha su histograma. Las modas de la

distribuci�on corresponden a los estados estacionarios del sistema:X = 20 y X = 80

2.2.3. Oscilaciones ante el ruido bioqu��mico

Los osciladores bioqu��micos son capaces de generar din�amicas c��clicas precisas y
robustas a las 
uctuaciones que enfrentan dentro de las c�elulas (e.g. ruido bioqu��mi-
co). Por ello se ha especulado que las redes de regulaci�on pudieran tener restricciones
topol�ogicas que le con�eran al circuito robustez; dentro de ellas se ha propuesto a la
retroalimentaci�on positiva (2), aunque esto sigue siendo controversial. Recientemente,
en Li et al. (24) se analiz�o la robustez (cuanti�cada como el espacio de par�ametros
que presenta oscilaciones) de todos los circuitos de tres nodos con topolog��as oscilato-
rias. Se encontr�o que las estructuras centrales de la red, es decir los circuitos que no
pod��an simpli�carse m�as sin perder la capacidad de presentar la din�amica oscilatoria,
determinan el nivel de robustez b�asico. Los circuitos centrales m�as robustos que identi-
�caron concuerdan con las estructuras m�as comunes en circuitos biol�ogicos y sint�eticos,
siendo estas elrepressilator (8), el activador-represor (i.e. circuito con retroalimenta-
ci�on positiva) y la retroalimentaci�on negativa con retraso (e.g. modelo de Goodwin),
esquematizados en la Figura 2.6. Adem�as, encontraron que hab��a un efecto positivo
en la robustez al a~nadir nodos coninput incoherente (i.e. un nodo recibe activaci�on e
inhibici�on); sugiriendo que ciertas estructuras pudieran haber sido seleccionadas por su
capacidad de generar osciladores robustos.

Por otra parte, varios trabajos han reportado un rol constructivo del ruido en las
din�amicas de modelos de osciladores bioqu��micos. En modelos de relojes circadianos
(i.e. osciladores bioqu��micos con periodos de 24 horas), cerca de puntos de bifurcaci�on
Hopf (i.e. regi�on en la que un cambio en los par�ametros causa un cambio cualitativo
en la estabilidad del sistema, surgiendo la soluci�on peri�odica necesaria para generar
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Figura 2.6: Circuitos centrales de osciladores robustos - Las tres estrcuturas m�as

robustaz ante perturbaciones en el espacio de par�ametros.A) Repressilator. B) Retroali-

mentaci�on negativa con retraso. C) Activador-represor.

oscilaciones) se han observado oscilaciones en los modelos estoc�asticos, mientras que
en los deterministas el sistema llega a un estado estacionario, pues su estabilidad es
la de un punto de equilibrio atractor y no la de un ciclo l��mite (18), (19), (38). Estas
oscilaciones tienen periodo variable y amplitudes altas, pero al irse acercando al punto
de bifurcaci�on se asemejan m�as a las que se obtienen en el sistema determinista cuando
este presenta ya el ciclo l��mite. La din�amica que proponen es la siguiente: el estado esta-
cionario estable es excitable, de manera que perturbaciones peque~nas lleven al sistema
fuera de �el y generan recorridos largos por el plano fase, correspondientes a undisparo
en la transcripci�on, generando oscilaciones irregulares. Adem�as, se ha observado que el
ruido puede aumentar las amplitudes de oscilaciones que en simulaciones deterministas
presentan baja amplitud.

Se ha especulado que los organismos podr��an tomar ventaja de las oscilaciones induci-
das por ruido. En Li et al. (23) observaron que mientras que el modelo determinista del
reloj circadiano deDrosophila existe una regi�on precisa de oscilaciones en el espacio de
par�ametros, el modelo estoc�astico ampl��a esta regi�on conservando periodos similares;
proponen que esta regi�on puede proporcionarle robustez al oscilador, de forma que ante
cambios en los par�ametros (que en el modelo determinista llevan al sistema a un estado
estacionario) el reloj permanezca funcional.

Hasta ahora y bajo mi conocimiento, solo se ha reportado un caso biol�ogico en el que el
papel del ruido resulta fundamental en ciertos contextos para el funcionamiento de un
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oscilador bioqu��mico. En Ko et al. (22), a trav�es de experimentos y modelaje matem�ati-
co observaron que las c�elulas del n�ucleo supraquiasm�atico presenta ritmos a�un cuando
su reloj circadiano es disfuncional debido a mutaciones en los componentes del circuito.
Ellos proponen que a trav�es del ruido bioqu��mico y de interacciones intercelulares las
c�elulas logran generar oscilaciones.

2.3. Adaptaci�on ante ambientes 
uctuantes

Los organismos se encuentran en ambientes din�amicos que pueden in
uir directa-
mente en aspectos fundamentales para su supervivencia. Los cambios ambientales a los
que se enfrentan pueden ser c��clicos, como la temporada estacional y el ciclo diurno,
o repentinos, como la escasez de recursos por perturbaciones externas. Para lidiar con
ellos, un amplio repertorio de estrategias han sido desarrolladas; actualmente, bajo qu�e
condiciones evolutivas surgen y se seleccionan estas estrategias permanece siendo una
amplia e importante pregunta en la biolog��a evolutiva.

En general, los organismos pueden implementar dos tipos de respuesta: mecanismos
robustos ante las 
uctuaciones ambientales que les permitan mantener su estado fe-
not��pico (i.e. homeostasis) o generando variaci�on fenot��pica que les permita ajustarse
al futuro estado ambiental (i.e. variaci�on adaptativa) (27). Este cap��tulo se centra en
la segunda categor��a y en algunas de las estrategias que derivan de ella. Aunque exis-
ten varias maneras en las que estas vertientes se podr��an clasi�car (27), (15), (4), por
simplicidad considero dos grupos: variaci�on gen�etica (i.e. a trav�es de mutaciones) y no
gen�etica (i.e. a partir de un mismo genoma, por ejemplo cuando los organismos aprove-
chan las propiedades emergentes de sus circuitos de regulaci�on para generar variaci�on
en su expresi�on g�enica).

2.3.1. Variaci�on gen�etica

Experimentos cl�asicos han demostrado que a trav�es de mutaciones las poblaciones
generan diversidad fenot��pica y gracias a ello, cuando son sometidas ante un cambio
ambiental que produce presi�on selectiva, los individuos con el fenotipo que con�era
ventaja adaptativa ser�an seleccionados (26); a esta estrategia se le llamada adaptaci�on
gen�etica. Bajo condiciones de estr�es, algunos organismos han desarrollado mecanismos
que les permiten aumentar su variaci�on gen�etica. Por ejemplo, las bacterias tienen
diversas maneras de aumentar su tasa de mutaci�on; una de ellas es la respuesta SOS.
�Esta normalmente es inducida ante da~no en el DNA, pero se ha observado que, al menos
parcialmente, tambi�en puede ser activada en ambientes de estr�es. La respuesta SOS
consiste en la activaci�on de varios genes, dentro de los cuales est�an DNA polimerasas
propensas a errores (12).
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2.3.2. Variaci�on no gen�etica

Plasticidad fenot��pica

La plasticidad fenot��pica se re�ere a la capacidad de un organismo de cambiar su
fenotipo de acuerdo a se~nales ambientales. Los relojes circadianos son un ejemplo; aun-
que fundamentalmente son osciladores bioqu��micos aut�onomos, pues en ausencia de
las se~nales ambientales (i.e. luz) contin�uan oscilando con periodos precisos que se con-
servan por varias generaciones, pueden adaptarse a los periodos del ciclo diurno de su
ambiente. Estos relojes son implementados por organismos tanto unicelulares como plu-
ricelulares para regular procesos como expresi�on g�enica, actividad locomotora, niveles
hormonales, absorci�on de nutrientes y otros (3). En particular, las plantas los utilizan
para regular positivamente la maquinaria de fotos��ntesis antes del amanecer de manera
que est�e lista para responder a la luz solar (4).

Bet-hedging

Esta estrategia ocurre cuando la poblaci�on tiene fenotipos que presentan desventajas
adaptativas ante un ambiente, pero que ante otro con�eren una ventaja. La resistencia
a antibi�oticos por poblaciones de E. coli es un ejemplo (25). Se ha observado que una
peque~na proporci�on de la poblaci�on, llamadas c�elulas persistentes, se encuentran en
un estado de nulo o de bajo crecimiento que les permite evadir el efecto de los anti-
bi�oticos. De esta forma las c�elulas que se encontraban en divisi�on celular mueren, pero
las persistentes sobreviven y reanudan su crecimiento. Elstate switching o switching
epigen�etico tambi�en es una forma debet-hedgingen la que a trav�es de las 
uctuaciones
generadas por ruido, como mencion�o en la secci�on 2.2.2, el sistema puede transicionar
de un estado a otro; en este caso, uno de los estados fenot��picos (i.e. nivel de expresi�on
g�enica) resulta ventajoso en alguno de los ambientes.

2.3.3. Condiciones ambientales que favorecen a las estrategias adap-

tativas

La naturaleza de las 
uctuaciones ambientales es un factor importante que in
u-
ye en que estrategia es m�as adecuada; uno de sus aspectos es la predictibilidad. Si se
est�a lidiando con un cambio peri�odico, es posible que mecanismos que puedan anticipar
el cambio sean ben�e�cos. Por otra parte, si los organismos se enfrentan ante cambios
aleatorios o a cambios para los que no se pueda percibir un patr�on claro (e.g. si la
frecuencia de la 
uctuaci�on sobrepasa el tiempo de vida del organismo), la selecci�on
podr��a favorecer estrategias debet-hedging(27). Adem�as, para desarrollar mecanismos
de plasticidad fenot��pica, los organismos requieren de se~nales ambientales con�ables que
no siempre est�an a su disposici�on, en cuyo caso una estrategia debet-hedgingpodr��a
ser superior.
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Trabajos experimentales y te�oricos han demostrado que elbet-hedgingpuede ser �optimo
cuando la tasa de cambio entre estados est�a sincronizada con el cambio t��pico ambien-
tal y cuando la presi�on selectiva es sim�etrica entre los ambientes (e.g. (30) y (34)). En
G�omez-Schiavon et al. (16), a trav�es de simulaciones computacionales, evaluaron como
compet��an las estrategias de adaptaci�on gen�etica y switching epigen�etico. Encontra-
ron que el bet-hedginges superior a la adaptaci�on gen�etica cuando el ambiente 
uct�ua
a tasas altas, lo que podr��a estar relacionado con que la frecuencia a la que ocurren
las epimutaciones (i.e. las transiciones entre estados fenot��picos) es mayor a la de las
mutaciones en la adaptaci�on gen�etica.
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Cap��tulo 3

Metodolog��a

3.1. Desarrollo del modelo

Con el �n de estudiar las din�amicas de un circuito g�enico capaz de presentar os-
cilaciones y biestabilidad, se desarroll�o un modelo de ecuaciones diferenciales. Para
presentar ambas din�amicas, el circuito modelado debe contar con retroalimentaci�on
positiva y negativa; pues como se mencion�o en el Cap��tulo 2, la retroalimentaci�on po-
sitiva es necesaria para la biestabilidad, mientras que la retroalimentaci�on negativa
para las oscilaciones. Para mantener el n�umero de dimensiones m��nimo y facilitar la
caracterizaci�on del modelo, el circuito consiste solo de dos genes: A, quien puede ac-
tuar como un activador y B, quien puede actuar como un represor. La regulaci�on de
estos genes se da a nivel transcripcional de la siguiente manera: la prote��na A es un
factor de transcripci�on capaz de activar su propia s��ntesis (retroalimentaci�on positiva)
as�� como la de la prote��na B, quien tambi�en es un factor de transcripci�on capaz de
reprimir la s��ntesis de A (retroalimentaci�on negativa). De esta manera tanto A como
B compiten por el promotor de A. En la Figura 3.1 se esquematizan estas interacciones.

Ya que ambas prote��nas regulan la s��ntesis de A, esta es una funci�on de A y B; mientras
que la s��ntesis de B solo es regulada por A, siendo una funci�on de A. Por simplicidad
asumimos que la degradaci�on de las prote��nas solo es por diluci�on, de tal manera que
sus funciones de degradaci�on solo dependen de ellas mismas; por lo tanto, el modelo de
ecuaciones diferenciales del sistema tiene la siguiente forma:

dA
dt

= f A (A; B ) � gA (A) (3.1)

dB
dt

= f B (A) � gB (B ) (3.2)

En nuestro modelo, la funci�on de s��ntesis de B (f B ) sigue una ecuaci�on Hill de activaci�on
simple que considera s��ntesis basal, es decir que puede ser sintetizada en ausencia de A
a una peque~na proporci�on de su s��ntesis m�axima de acuerdo a un par�ametro� 2 [0; 1).
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Figura 3.1: Diagrama del circuito de retroalimentaci�on positiva y negativa - El

gen A se auto-activa al mismo tiempo que activa al gen B, quien reprime a A.

En cuanto a las funciones de degradaci�on, �estas ser�an lineales para representar p�erdida
simple por diluci�on. Con estas consideraciones, las ecuaciones diferenciales quedan de
la siguiente forma:

dA
dt

= f A (A; B ) � K 2A (3.3)

dB
dt

= K 3(� + (1 � � )
An

An + K n ) � K 4B (3.4)

Donde K 2 es la tasa de diluci�on de A, K 3 la tasa de s��ntesis m�axima de B , � es la
actividad basal relativa a K 3, K es la constante de disociaci�on de B con el promotor
de A, n es el coe�ciente de Hill asociado a la regulaci�on de B sobre el promotor de A
y K 4 la tasa de diluci�on de B .

Para obtener una funci�on f A que describa adecuadamente la competencia de ambas
prote��nas por el promotor de A, consideramos primero las ecuaciones cin�eticas del pro-
ceso:

P � K 1��! P + A (3.5)

P + A
� 1�� *) ��
� 2

PA
K 1��! PA + A (3.6)

P + B
� 3�� *) ��
� 4

PB (3.7)
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3.1 Desarrollo del modelo

La s��ntesis basal est�a representada en la ecuaci�on (3.5), en ella la s��ntesis se puede
llevar acabo con el promotor libre (P) a una tasa proporcional a la de s��ntesis m�axima:
�K 1, donde K 1 representa la s��ntesis m�axima y � la actividad basal relativa en donde
� 2 [0; 1). La uni�on de A a su promotor y su s��ntesis por activaci�on est�an representadas
en la ecuaci�on (3.6), d�onde la prote��na A puede unirse y desunirse al promotor con
tasas � 1 y � 2, respectivamente; cuando la prote��na est�a unida al promotor (PA ), la
tasa de s��ntesis corresponde aK 1. Finalmente, la ecuaci�on (3.7) describe la uni�on de
la prote��na B al promotor de A, impidiendo as�� la s��ntesis de A, tanto por la actividad
basal del promotor libre P, o mediante la activaci�on de A. B se asocia y disocia del
promotor a una tasa � 3 y � 4, respectivamente.

De acuerdo a lo anterior, el promotor puede estar en tres estados: libre (P), unido
a A (PA ) o unido a B (PB ); por lo tanto, el total de promotor est�a representado por la
suma de los tres estados, que sin p�erdida de generalidad, asumimos es igual a 1:

PT = PA + PB + P (3.8)

PT = 1 (3.9)

PA + PB + P = 1 (3.10)

Entonces, asumiendo los pasos cin�eticos descritos en las ecuaciones (3.5)-(3.7) siguen el
principio de acci�on de masas, las funciones de cambio de los tres estados del promotor
son las siguientes:

dP
dt

= � 2PA + � 4PB � � 1PA � � 3PB (3.11)

dPA

dt
= � 1PA � � 2PA (3.12)

dPB

dt
= � 3PB � � 4PB (3.13)

Como la s��ntesis de A se lleva acabo con el promotor en sus estados libre y unido a A,
su funci�on de s��ntesis puede reescribirse como:

f A (A; B ) = K 1(� (P) + PA ) (3.14)

DespejandoP de la ecuaci�on (3.10) obtenemos:

P = 1 � PA � PB (3.15)

Y esta ecuaci�on se sustituye en la funci�on (3.14):

f A (A; B ) = K 1(� (1 � PA � PB ) + PA ) (3.16)
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Suponiendo que las interacciones entre las prote��nas A y B con el promotor de A ocurren
de manera m�as r�apida que el resto del proceso de transcripci�on, se puede realizar una
aproximaci�on de quasi-equilibirio. En ella se asume que las tasas de cambio dePA y PB

alcanzan equilibrio antes que el resto del sistema:

dPA

dt
= 0 (3.17)

dPB

dt
= 0 (3.18)

El promotor libre P es sustituido por la ecuaci�on (3.15) en las ecuaciones diferenciales
de PA (3.12) y PB (3.13), de ellas se obtienen los siguientes valores:

PA =
A

A + � 2 � 3
� 1 � 4

B + � 2
� 1

(3.19)

PB =
B

B + � 4
� 3

(1 � PA ) (3.20)

De�niendo las constantes de disociaci�on comoK A = � 2
� 1

y K B = � 4
� 3

, se obtiene:

PA =
A

A + K A
K B

B + K A
(3.21)

PB =
B

B + K B
(1 � PA ) (3.22)

Finalmente, se sustituyeron los valores dePA y PB de las ecuaciones (3.21) y (3.22) en
la funci�on de s��ntesis (3.16) para obtener la versi�on �nal:

f A (A; B ) = K 1(�
K nB

B

B nB + K nB
B

+ (1 � �
K nB

B

B nB + K nB
B

)
AnA

AnA + K
n A
A

K
n B
B

(B nB + K nB
B )

) (3.23)

Para darle la no-linealidad requerida para las din�amicas de inter�es, se incluyen coe�-
cientes de Hill de tal manera que en ausencia de A el modelo representa un ecuaci�on
de represi�on de Hill simple, en donde B act�ua como represor de A, y en ausencia de B
una ecuaci�on de activaci�on de Hill simple, en donde A act�ua como su propio activador.
El modelo est�a dado por las siguientes ecuaciones diferenciales:

dA
dt

= K 1(�
K nB

B

B nB + K nB
B

+(1 � �
K nB

B

B nB + K nB
B

)
AnA

AnA + K
n A
A

K
n B
B

(B nB + K nB
B )

) � K 2A (3.24)

dB
dt

= K 3(� + (1 � � )
An

An + K n ) � K 4B (3.25)

Como se mencion�o en el Cap��tulo 2, los coe�cientes de Hill pueden tener diferentes
interpretaciones y para no perder generalidad en el modelo no se considera ninguna en
particular.
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3.1 Desarrollo del modelo

3.1.1. Simulaciones Deterministas del sistema

Para las simulaciones mostradas en las �guras de los Cap��tulos 2, 4 y 5 se utiliz�o
la funci�on DSolve de Wolfram Mathematica; con los par�ametros y condiciones iniciales
que se indican en las �guras.

3.1.2. An�alisis de estabilidad

El an�alisis de estabilidad permite caracterizar cualitativamente la soluci�on de un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias sin tener que resolverlo. Esto lo logra
encontrando los estados soluci�on del sistema (i.e. a d�onde se dirigen las trayectorias)
a trav�es de estudiar sus puntos de equilibrio. Bas�andome en la teor��a de din�amica no
lineal presente en Strogatz (32), dado un conjunto de par�ametros, el procedimiento
empleado para realizar el an�alisis de estabilidad se describe en esta secci�on.

En el an�alisis consideramos dos pasos: primero, encontrar los estados estacionarios del
sistema y segundo, evaluar su estabilidad. Sistemas no lineales como el presente suelen
linealizarse sobre sus puntos de equilibrio para as�� evaluar su estabilidad de acuerdo a la
clasi�caci�on de los sistemas lineales. Esta t�ecnica parte del supuesto de que el sistema
no lineal se comporta como uno lineal dentro de la vecindad de su punto de equilibrio.
Para encontrar la aproximaci�on a dicho punto, se utiliza la serie de Taylor sobre el
punto de equilibrio hasta su t�ermino lineal, resultando en la matriz jacobiana.

El sistema se encuentra en estado estacionario cuando todas sus ecuaciones diferenciales
son igual a cero. Esto ocurre en el o los puntos de intersecci�on dedA

dt = 0 y dB
dt = 0. A la

curva dA
dt = 0 se le conoce comonullcline de A y a la curva dB

dt = 0 como nullcline de B .

La nullcline de A est�a dada por:

hA (A) = (
AnA K 1K nB

B � A1+ nA K nB
B + �K 1K nA

A K nB
B

AK nA
A � K nB

B
)

1
n B (3.26)

La nullcline de B por:

hB (A) =
AnK 3 + �K 3K n

An + K n (3.27)

El estado estacionario se obtiene al resolver:

hA (A) = hB (A) (3.28)

Un ejemplo se encuentra en la Figura 3.2. La ecuaci�on (3.28) no tiene soluci�on anal��tica.
Para obtener una aproximaci�on de la intersecci�on de lasnullclines y realizar el an�alisis
de estabilidad desarroll�e un c�odigo en MATLAB. En �el se eval�uan las nullclines en el
rango de valores (0; K 1] (se escogi�o ese rango de valores porque como se puede ver en
la Figura 3.2, la nullcline de A empieza a decrecer cuando se acerca aK 1) y se resta
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3. METODOLOG �IA

Figura 3.2: Nullclines - Par�ametros de la nullcline de A: K 1 = 100, � = 0 :5, K A = 20,

K B = 20, nA = 5, nB = 5, K 2 = 1. Par�ametros de la nullcline de B: K 3 = 70, � = 0 :01,

K = 25, n = 5, K 4 = 1

la nullcline hB (3.27) de la nullcline hA (3.26), cuando se detectan cambios de signo
(indicativos de que ocurri�o una intersecci�on) se eval�ua m�as extensivamente la regi�on y
se determinan los estados estacionarios. La o las soluciones resultan en valores deA en
su estado estacionarioAss. Cada uno de ellos es evaluado en alguna de lasnullclines
para obtener el componenteBss. Posteriormente, los puntos de equilibrio (Ass; Bss)
se eval�uan en la matriz jacobiana, y de esta se obtienen los valores propios. El c�odi-
go no asigna directamente un comportamiento, sino que contabiliza las intersecciones
encontradas, la estabilidad de sus estados estacionarios (estables o inestables), si los ei-
genvalores tienen o no componente compleja y si lasnullclines se vuelven discontinuas.
A partir del resultado del c�odigo, y de acuerdo a la clasi�caci�on de sistemas lineales, se
le asigna un comportamiento. Si llegan a presentar discontinuidad el resultado obtenido
debe analizarse con m�as cuidado. El c�odigo se encuentra en Ap�endice 1 (A.1)

3.1.3. Exploraci�on del espacio de par�ametros

Para caracterizar el espacio de par�ametros se tomaron dos caminos. El primero fue
utilizando el m�etodo System Design Space, en donde el sistema se divide en fenotipos
con soluciones y propiedades distintas; el segundo consiste en tomar varias combina-
ciones de par�ametros por medio de un muestro Monte Carlo y realizar an�alisis de
estabilidad de su o sus estados estacionarios.

3.1.3.1. Exploraci�on basada en fenotipos

System Design Space(10, 31) es un m�etodo creado para explorar el potencial fe-
not��pico de sistemas bioqu��micos; en esencia facilita la caracterizaci�on de los posibles
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3.1 Desarrollo del modelo

estados estacionarios del sistema desde una perspectiva fenot��pica. En lugar de deter-
minar el comportamiento de ciertos conjuntos de par�ametros realizando un an�alisis
de estabilidad (como el que se hizo en la secci�on 3.1.2), el programa de�ne fenotipos
con ciertas caracter��sticas a los que despu�es les asigna par�ametros representativos. Los
fenotipos est�an de�nidos por soluciones cualitativamente distintas sobre su estado es-
tacionario, proporcionando as�� regiones en el espacio con cierta estabilidad. Su ventaja
radica en que se puede explorar el espacio r�apidamente de forma global; como el mo-
delo desarrollado en este trabajo tiene 10 par�ametros libres, evaluar la estabilidad de
combinaciones de ellos resulta limitado y computacionalmente costoso.

Para aplicar este m�etodo, el modelo primero debe reescribirse en la forma deGene-
ralized Mass Action (GMA). Esta representaci�on permite escribir la tasa de cambio de
cada especie (e.g. prote��nas) como la suma de los productos positivos y negativos del
sistema:

dX i

dt
=

PiX

k=1

� ik

QY

j =1

X
gijk
j �

N iX

k=1

� ik

QY

j =1

X
h ijk
j i = 1 :::M (3.29)

Donde X i representa la concentraci�on de una especie cuyo cambio se describe con
una ecuaci�on diferencial ordinaria y no lineal; en total hay M ecuaciones yQ concen-
traciones. Para los t�erminos positivos los par�ametros (e.g. tasas de s��ntesis) son� ik

y los exponentes songijk ; para los t�erminos negativos los par�ametros y exponentes
corresponden a� ik y a hijk , respectivamente.Pi corresponde al n�umero de t�erminos
positivos y N i al de t�erminos negativos de la ecuaci�oni .

Para encontrar los distintos fenotipos, es decir las soluciones del sistema a sus posi-
bles estados estacionarios, se hace una aproximaci�on llamadaDominant S-system. En
ella se asume que uno de los t�erminos positivos y uno de los t�erminos negativos dominan
sobre los dem�as en cada ecuaci�on; es decir, dos reacciones dominan a las otras. Esto
resulta en la construcci�on de subsistemas (S-systems) en los que el sistema original se
reduce a un solo t�ermino positivo y negativo para el que se busca un estado estacionario
al igualarlo a cero. Esto se representa como:

dX i

dt
= � ip

QY

j =1

X gijp
j � � in

QY

j =1

X h ijn
j = 0 i = 1 :::M (3.30)

Donde los ��ndices de los t�erminos positivos y negativos dominantes sonp y n.

A partir de el subsistema (3.30) se toman logaritmos y se rearregla la ecuaci�on:

log(� ip ) +
QX

j =1

gijp log(X j ) = log(� in ) +
QX

j =1

hijn log(X j ) (3.31)

Finalmente, esto resultan en un sistema lineal del que se puede analizar su estabilidad
a trav�es de evaluar los eigenvalores de su matriz jacobiana. Se pueden tener tantos
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3. METODOLOG �IA

subsistemas como combinaciones de t�erminos positivos con t�erminos negativos. Dada
la forma de la ecuaci�on (3.31), los valoresgijp y hijn , que corresponden a los exponentes
en las ecuaciones, deben permanecer �jos para resolver el sistema.

Como esta aproximaci�on implica que uno de los t�erminos adquiere mayor valor que
los dem�as (para los positivos y para los negativos), resulta en desigualdades de las que
tambi�en puede tomarse el logaritmo y resultar en un sistema lineal. Gracias a esto se
pueden obtener los l��mites de los fenotipos y los par�ametros de estas regiones quedan
restringidos a aquellos que cumplan con las desigualdades. Cabe mencionar que la apro-
ximaci�on es mejor lejos de estos l��mites y peor cerca de ellos.

El modelo se implement�o en la Versi�on 3 de Design Space Toolbox(DST) (37). El
programa est�a dise~nado para que de manera interactiva el usuario pueda introducir su
sistema en la forma de GMA y posteriormente producir los an�alisis deseados. La forma
GMA de nuestro modelo es la siguiente:

_A = K 1�K nB
B X 1

� 1 + K 1AnA X 2
� 1 � K 1�K nB

B X 1
� 1AnA X 2

� 1 � A (3.32)

_B = K 2� + K 2AnY � 1 � K 2�A nY � 1 � B (3.33)

X 1 = K nB
B + B nB (3.34)

X 2 = AnA + K nA
A K � nB

B B nB + K nA
A (3.35)

Y = An + K n (3.36)

Aqu�� X 1; X 2 y Y son variables auxiliares mientras que _A y _B son las ecuaciones dife-
renciales del modelo. Las variables auxiliares contienen a los denominadores para que
el sistema pueda escribirse como una suma de productos.

3.1.3.2. Exploraci�on basada en par�ametros

El muestro Monte Carlo se hizo a partir de una distribuci�on uniforme. Para cada
uno de los par�ametros se tomaron valores de la distribuci�on uniforme con rangos seg�un
se indiquen en la secci�on de resultados; para algunos casos el muestreo fue sobre solo
ciertos par�ametros, dejando los dem�as �jos. Para el an�alisis de estabilidad se utiliz�o
el mismo algoritmo descrito en la secci�on 3.1.2, solo que de manera recursiva para el
n�umero de conjuntos de par�ametros deseados.
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3.2. Simulaciones Estoc�asticas del sistema

Tomando en cuenta el papel del ruido bioqu��mico en el sistema se realizaron simu-
laciones estoc�asticas utilizando el algoritmo de Gillespie (13). En la Tabla 3.1 se mues-
tran las reacciones del modelo desarrollado en este trabajo, as�� como sus propensidades.

En donde:

Evento Descripci�on Propensidades

A ��! A + 1 S��ntesis de A P1

A ��! A � 1 Degradaci�on de A P2

B ��! B + 1 S��ntesis de B P3

B ��! B � 1 Degradaci�on de B P4

Tabla 3.1: Reacciones del modelo - Eventos bioqu��micos con sus respectivas propen-

sidades

P1 = K 1(�
K nB

B

B nB + K nB
B

+ (1 � �
K nB

B

B nB + K nB
B

)
AnA

AnA + K
n A
A

K
n B
B

(B nB + K nB
B )

) (3.37)

P2 = K 2A (3.38)

P3 = K 3(� + (1 � � )
An

An + K n ) (3.39)

P4 = K 4B (3.40)

El algoritmo se implement�o en C++ y los resultados se gra�caron en Wolfram Mathe-
matica o en R.

3.3. Modelo evolutivo

El circuito se evolucion�o en una poblaci�on celular sometida a un ambiente 
uctuante;
para ello se utiliz�o el algoritmo desarrollado en G�omez-Schiavon et al. (16) con las
modi�caciones pertinentes.
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3.3.1. Antecedentes

Brevemente, el algoritmo original evolucionaba una poblaci�on con un circuito de
retroalimentaci�on positiva de un solo gen. El ambiente en el que se encontraba la
poblaci�on 
uctuaba entre dos estados, cada uno de ellos asociados a un n�umero de
prote��na �optimo. Cada miembro de la poblaci�on celular contaba con ciertos par�ametros
(i.e. genotipo) y con ellos se simulaban sus din�amicas de expresi�on (i.e. fenotipo). Si
el n�umero de prote��nas expresadas por la c�elula era cercano al n�umero de prote��nas
�optimo para el ambiente en el que se encontraba, era m�as probable que la c�elula se
seleccionara para la siguiente generaci�on. El modelo permit��a mutaciones, de manera
que los miembros de la poblaci�on pod��an adaptarse al ambiente 
uctuante a trav�es
de mutaciones (i.e. estrategia de adaptaci�on gen�etica) o por medio destate switching
(i.e. estrategia en la que se puede cambiar entre estados fenot��picos manteniendo un
mismo genotipo). En la siguiente secci�on se describe el modelo evolutivo utilizado en
este trabajo.

3.3.2. Descripci�on

La poblaci�on es haploide y asexual y simula un modelo Wright-Fisher (i.e. gene-
raciones no superpuestas y tama~no de la poblaci�on �jo) con modi�caciones que se
explican a continuaci�on. Cada miembro de la poblaci�on tiene el circuito g�enico de re-
troalimentaci�on positiva y negativa desarrollado en este trabajo; el genotipo de cada
individuo est�a dado por los par�ametros biof��sicos del modelo, es decir por los valores de
f K 1; �; K A ; nA ; K B ; nB ; K 2; K 3; �; K; n; K 4g. Diferentes conjuntos de par�ametros pue-
den producir din�amicas particulares en las prote��nas; de tal forma que al cambiar las
constantes de disociaci�on, las tasas de s��ntesis m�axima, s��ntesis basal y cooperatividad,
las din�amicas del circuito tambi�en pueden cambiar y por consiguiente su fenotipo.

Por simplicidad, el fenotipo que estar�a bajo selecci�on durante toda la simulaci�on ser�a
solo el n�umero de una de las prote��nas. El ambiente en el que se encuentra la poblaci�on

uct�ua cada f generaciones entreE = f H; L g y a cada ambiente le corresponde un
n�umero �optimo de prote��na: P (H ) = 80 y P (L ) = 20, respectivamente y en dondeP
puede ser A o B. Llamo �epoca al n�umero de generaciones en que la poblaci�on perma-
nece en el mismo ambiente, mientras que un ciclo ambiental consiste de dos �epocas en
ambientes distintos, como se indica en la Figura 3.3 (en donde se ejempli�ca la din�ami-
ca cuando la prote��na A es la que se encuentra bajo selecci�on). El modelo evolutivo se
simula durante 10,000 generaciones; la primera generaci�on consiste en una poblaci�on
isog�enica (i.e. con el mismo genotipo). En cada generaci�on se realizan los siguientes pa-
sos, esquematizados en la Figura 3.4, ejempli�cados para el caso en el que la prote��na
A es la que se encuentra bajo selecci�on.

1. Simulaci�on de las din�amicas de expresi�on g�enica
Para cada miembro de la poblaci�on y de acuerdo a su genotipo, se simulan es-
toc�asticamente las din�amicas de expresi�on g�enica del circuito durante el ciclo de
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Figura 3.3: Esquema de la din�amica ambiental con selecci�on sobre la prote��na

A - El ambiente 
uct�ua cada 1
f generaciones entreE = f H; L g. El n�umero de generaciones

que permanecen en el mismo ambiente corresponden a una �epoca. Dos �epocas en ambientes

distintos ocurren cada 2
f y corresponden a un ciclo ambiental. En cada ambiente se selec-

ciona para un n�umero de prote��nas distinto, correspondientes aA (H ) = 80 y A (L ) = 20,

cuando se est�a en el ambiente alto (H ) y bajo (L ), respectivamente.
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Figura 3.4: Esquema del ciclo generacional con selecci�on sobre la prote��na A -

Cada integrante de la poblaci�on de tama~noN tiene el circuito de regulaci�on g�enica y un

genotipo propio. En cada individuo se simulan las din�amicas de expresi�on estoc�asticas del

circuito. Se eval�ua el valor de la prote��na A al �nal de la simulaci�on y se le asigna un valor

de adaptaci�on w(A) a la c�elula, en el que el valor �optimo de A depende del ambiente. La

siguiente generaci�on se obtiene a trav�es de selecci�on de torneo (donde la presi�on selectiva

est�a relacionada con el n�umero de miembros del torneoSt ) de acuerdo al valor dew(A). Las

c�elulas de la siguiente generaci�on tienen una probabilidadu de mutar en cuatro posibles

escenarios y con un paso mutacionalM .
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vida de la c�elula. En el modelo se de�ne este ciclo como 4 unidades de tiempo y
el n�umero inicial de las prote��nas A y B son heredados de la c�elula antecesora.

2. Evaluar adaptaci�on de acuerdo al ambiente
Al �nal del ciclo de vida de la c�elula, el valor de expresi�on de la prote��na P es
evaluado en una funci�on de adaptaci�on w(P). La funci�on de adaptaci�on es una
variaci�on de la distribuci�on de Lorentz y est�a dada por la ecuaci�on (3.41). En
donde � = 0 :2 � P (E ) , siendo P (E ) el valor �optimo de prote��na P ( P (H ) = 80
o P (L ) = 20) dependiendo del ambiente en el que se encuentre la poblaci�on
(E = f H; L g); y siendoP el valor expresado por la c�elula. De esta forma, mientras
P sea m�as cercano al �optimo P (E ) , el valor de adaptaci�on de la c�elula ser�a m�as
cercano a 1.

w(P) =
�

� + ( P � P (E ) )2
(3.41)

La funci�on de adaptaci�on est�a ilustrada en la Figura 3.3.

3. Selecci�on de acuerdo a adaptaci�on
Para seleccionar a la siguiente generaci�on se utiliz�o el algoritmo de selecci�on por
torneo. De la poblaci�on se escogenSt n�umero de c�elulas que conforman el torneo,
de ellas la c�elula con el valor de adaptaci�on mayor es clonada para la siguiente
generaci�on. Se hacenN n�umero de torneos con reemplazo para conservar el ta-
ma~no poblacional. El par�ametro St determina la presi�on selectiva: St = 1 indican
una presi�on selectiva nula donde la deriva g�enica juega el rol m�as importante ya
que los individuos que pasen a la siguiente generaci�on ser�an seleccionados al azar;
St = N indica que solo el individuo mejor adaptado ser�a clonado. De manera que
valores peque~nos deSt indican una presi�on selectiva baja mientras que valores
altos de St una presi�on selectiva alta.

4. Permitir mutaciones aleatorias en las c�elulas seleccionadas
Se permiten mutaciones sobre todos los par�ametros salvo por las constantes de de-
gradaci�on, que por simplicidad permanecen �jas en los valoresK 2 = 1 y K 4 = 1.
En cada c�elula existe una probabilidad u de que una mutaci�on ocurra en el cir-
cuito. Si se lleva acabo una mutaci�on existen cuatro regiones en las que puede
ocurrir, todas con la misma probabilidad: el promotor de A (1), la regi�on codi-
�cante de A (2), el promotor de B (3) y la regi�on codi�cante de B (4). Cuando
ocurre una mutaci�on en el promotor de una prote��na puede verse afectada la ex-
presi�on g�enica, la a�nidad de los factores de transcripci�on con dicho promotor y
la manera en la que los factores de trascripci�on interact�uan entre ellos o con el
resto de la c�elula para poder regular al promotor. Por otra parte, mutaciones en
la regi�on codi�cante pueden afectar directamente a la prote��na y c�omo interact�ua
con el promotor, con el resto de la c�elula (incluidas con otras mol�eculas de la
misma prote��na). Por ejemplo, pudiera darse el caso en el que originalmente un
factor de transcripci�on necesitara ser fosforilado en tres sitios para poder unirse
a su promotor y que una mutaci�on en el promotor facilite que con solo dos sitios
fosforilados el factor de transcripci�on cumpla su funci�on.
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Considerando lo anterior, al ocurrir mutaciones en el promotor de A y B los
par�ametros afectados ser�an las tasas de s��ntesis m�axima (K 1 para el promotor de
A; K 3 para el promotor de B), la actividad basal relativa (� para el promotor de
A; � para el promotor de B), las constantes de disociaci�on de las prote��nas por
los promotores (K A y K B para el promotor de A; K para el promotor de B) y
la cooperatividad del proceso de transcripci�on (nA y nB para el promotor de A;
n para el promotor de B). Al ocurrir mutaciones en las regiones codi�cantes los
par�ametros afectados ser�an K A , K B , nA y nB para la prote��na A; K y n para
la prote��na B. Por simplicidad, no se consideran mutaciones que causen p�erdida
de funci�on y solo una mutaci�on puede ocurrir por c�elula. Los par�ametros que se
ven afectados de acuerdo a la regi�on que sufre la mutaci�on est�an resumidos en la
Tabla 3.2.

Escenario Regi�on Par�ametros afectados

1 Promotor de A K 1, � K A , nA , K B , nB

2 Regi�on codi�cante de A K A , nA , K , n

3 Promotor de B K 3, � K , n

4 Regi�on codi�cante de B K B , nB

Tabla 3.2: Escenarios mutacionales - Par�ametros afectados de acuerdo a la regi�on en

la que ocurre la mutaci�on.

Si la mutaci�on ocurre, los par�ametros se actualizan de la siguiente manera:

X 0
i  X i M r (3.42)

Donde X i corresponde al valor previo del par�ametro mutado y el n�umero de
par�ametros que mutar�an depende del escenario mutacional seleccionado.M co-
rresponde al paso mutacional, es decir el m�aximo cambio que puede sufrir el
par�ametro, y r � U(� 1; 1) sigue una distribuci�on uniforme entre -1 y 1. Este
esquema mutacional permite co-variaci�on en los par�ametros afectados de acuerdo
al escenario seleccionado, de manera que en escala logar��tmica las posibles mu-
taciones se encuentran uniformemente distribuidas en un cubo den-dimensiones
en un rango de�nido por M .

Los par�ametros pueden adquirir valores restringidos de acuerdo a los que con-
sideramos biol�ogicamente factibles, y se basan en los l��mites utilizados en G�omez-
Schiavon et al. (16). Si las mutaciones llevan al par�ametro a un valor superior o
inferior a los establecidos por los l��mites, el par�ametro adquiere el valor m�aximo
o m��nimo posible, seg�un corresponda. Los rangos de valores que pueden adquirir
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son: paraK 1 2 [0:01; 1000], paraK 3 2 [0:01; 1000] o2 [0:01; 150] seg�un se indica
en la secci�on 3.3.3, para� y � 2 [0:001; 0:999], paraK A , K B y K 2 [0:01; 100] y
para n, nA y nB 2 [0:01; 20].

5. Pasar a la siguiente generaci�on y repetir el ciclo hasta que se llegue a la �ultima
generaci�on. Si la generaci�on es la �ultima de la �epoca, actualizar el ambiente.

El algoritmo original se implement�o en C++ por G�omez-Schiavon et al (16). El
c�odigo modi�cado descrito aqu�� se encuentra en el Ap�endice 2 (A.2); requiere de la
librer��a que se encuentra en el Ap�endice 3 (A.3) que de�ne el circuito de regulaci�on y
varias funciones utilizadas en el c�odigo principal.

3.3.3. Dise~no Experimental de las Simulaciones Evolutivas

Todas las poblaciones se simularon por 10000 generaciones, iniciando siempre en el
ambiente bajo en donde el �optimo esP � 20. Se realizaron dos tipos de experimen-
tos con el algoritmo descrito en la secci�on anterior: el primero seleccionando sobre la
concentraci�on de la prote��na A y el segundo sobre la concentraci�on de la prote��na B.
Considerar ambas prote��nas permite explorar si el circuito puede tener din�amicas evo-
lutivas distintas de acuerdo a la prote��na que est�e bajo selecci�on. Para las simulaciones
que seleccionan sobre la prote��na A se utiliz�o el rango de valores paraK 3 de [0:01; 150];
para la selecci�on sobre la prote��na B el rango deK 3 utilizado fue [0:01; 1000]. Esto
fue porque en las simulaciones en las que A se encontraba bajo presi�on selectiva, al
conservar el rango original deK 3 se observaba que este par�ametro continuaba subiendo
y la poblaci�on no parec��a adaptarse.

Adem�as, para investigar si el genotipo inicial pod��a in
uir en dichas din�amicas, para
cada uno de los experimentos se realizaron las simulaciones desde 4 genotipos inicia-
les distintos: (1) estado estacionario alto enP � 80, (2) estado estacionario bajo en
P � 20, (3) oscilaciones con picos y valles enP � 80 y P � 20, respectivamente y (4)
biestabilidad con estados estacionarios enP � 80 y P � 20. En dondeP se re�ere aA o
B seg�un el experimento: para las simulaciones que seleccionan sobre A,P corresponde
a A, mientras que para las simulaciones que seleccionan sobre B,P corresponde aB .
Simulaciones estoc�asticas de los genotipos iniciales para cada experimento se encuen-
tran la Figura 3.5.

Para cada experimento se simularon diferentes frecuencias del cambio ambiental (f) y
pasos mutacionales (M). Nos enfocamos inicialmente en ellos porque en G�omez-Schiavon
et al. (15) se observ�o que cambios en M y f llevaban a un cambio gradual en la pro-
porci�on de las diferentes estrategias adaptativas. El resto de los par�ametros se escogi�o
bas�andose en G�omez-Schiavon et al. (15), eligiendo par�ametros en los que las estrate-
gias estudiadas en dicho trabajo coexist��an en las poblaciones, bajo el supuesto de que
dicha elecci�on de par�ametros aqu�� permitir��a la competencia entre distintas estrategias,
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Figura 3.5: Genotipos iniciales - Par�ametros para los genotipos iniciales en la selecci�on

sobre A (izquierda): (1) K 1 = 100, � = 0 :25, K A = 5, K B = 10, nA = 4, nB = 4, K 2 = 1,

K 3 = 130, � = 0 :01, K = 50, n = 4, K 4 = 1. (2) K 1 = 100, � = 0 :25, K A = 30, K B = 10,

nA = 4, nB = 4, K 2 = 1, K 3 = 130, � = 0 :01, K = 40, n = 4, K 4 = 1 (3) K 1 = 100,

� = 0 :25, K A = 6, K B = 10, nA = 5, nB = 5, K 2 = 1, K 3 = 120, � = 0 :01, K = 40, n = 4,

K 4 = 1. (4) K 1 = 84, � = 0 :6, K A = 25, K B = 15, nA = 16, nB = 7, K 2 = 1, K 3 = 80,

� = 0 :01, K = 24, n = 2, K 4 = 1. Par�ametros para los genotipos iniciales en la selecci�on

sobre B (derecha):(1) K 1 = 50, � = 0 :5, K A = 3, K B = 10, nA = 5, nB = 5, K 2 = 1,

K 3 = 80, � = 0 :01, K = 20, n = 5, K 4 = 1. (2) K 1 = 50, � = 0 :5, K A = 30, K B = 20,

nA = 5, nB = 5, K 2 = 1, K 3 = 50, � = 0 :01, K = 20, n = 5, K 4 = 1 (3) K 1 = 80,

� = 0 :25, K A = 10, K B = 15, nA = 5, nB = 5, K 2 = 1, K 3 = 100, � = 0 :01, K = 20,

n = 3, K 4 = 1. (4) K 1 = 84, � = 0 :6, K A = 25, K B = 15, nA = 16, nB = 7, K 2 = 1,

K 3 = 80, � = 0 :01, K = 24, n = 2, K 4 = 1.
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concentr�andonos por el momento en estudiar el efecto de la variaci�on de M y f. Los
par�ametros utilizados se encuentran en la Tabla 3.3.

Par�ametro evolutivo Valor(es)

Tama~no poblacional (N ) 4000

N�umero de c�elulas que entran en la selecci�on de torneo (St ) 15

Pobabilidad de que ocurra una mutaci�on (u) 0.03

Frecuencia del cambio ambiental (f ) f 0:5; 0:2; 0:1; 0:02g

Paso mutacional (M ) f 1:1; 2; 3g

Tabla 3.3: Par�ametros utilizados para las simulaciones evolutivas - Para todas las

simulaciones, los par�ametrosN , St y u tienen el mismo valor. Una simulaci�on se hizo para

cada combinaci�on de los valores def y M .

3.3.4. An�alisis de las simulaciones evolutivas

Para estudiar c�omo la poblaci�on lidia con el ambiente 
uctuante se utilizaron prin-
cipalmente dos estrategias. La primera consiste en analizar los valores de adaptaci�on
promedio de la poblaci�on en cada generaci�on junto con los valores promedio de las con-
centraciones de las prote��nas del circuito, igualmente en cada generaci�on; permitiendo
saber si despu�es de las 10000 generaciones simuladas la poblaci�on logra adaptarse.

La segunda consiste en estudiar el comportamiento (i.e. la din�amica del circuito) de
los linajes celulares que sobreviven durante al menos un ciclo ambiental completo. Esto
nos permite detectar estrategias capaces de lidiar con las 
uctuaciones, con mayores
valores de adaptaci�on, y as�� caracterizar las estrategias adaptativas exitosas. En el resto
del trabajo nos referimos a los linajes como a la l��nea de descendencia de una c�elula
ancestral que permanece en la poblaci�on durante al menos un ciclo ambiental.

Para asegurarnos que las estrategias son capaces de lidiar con las 
uctuaciones ambien-
tales, consideramos solo los linajes que sobreviven dos ciclos ambientales completos,
usando los genotipos del primer ciclo para de�nir la estrategia adaptativa utilizada
(Figura 3.6). Esto nos permite asegurar que cada uno de los genotipos observados en
el primer ciclo tuvo descendientes que han sobrevivido a los dos tipos de transici�on
ambiental (i.e. L a H y H a L). Si por ejemplo nos �j�aramos solo en las �ultimas ge-
neraciones del segundo ciclo, los genotipos analizados podr��an ser una nueva mutante
que no necesariamente podr��a sobrevivir al siguiente ciclo. Los linajes se tomaron de
los �ultimos 100 ciclos ambientales, para permitir a la poblaci�on adaptarse al ambiente
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Figura 3.6: Diagrama de la elecci�on de individuos que se analizan para caracte-

rizar las estrategias adaptativas - Las c�elulas marcadas con una estrella son aquellas

cuyas din�amicas se caracteriza, pues son las de la �ultima generaci�on de cada �epoca del

primer ciclo de aquellos linajes que sobreviven dos ciclos ambientales.


uctuante en primer lugar. En cada ciclo considerado se recab�o el n�umero de mutacio-
nes del linaje durante el ciclo ambiental, la din�amica que utiliz�o el linaje en su �ultima
generaci�on en cada uno de los ambientes (determinado con el c�odigo descrito en la
secci�on 3.1.2) y el valor de adaptaci�on promedio del linaje en el ciclo ambiental. En la
Figura 3.6 se esquematizan las c�elulas del linaje que son analizadas.

Las �guras del Cap��tulo 6 se hicieron en R utilizando la librer��a ggplot2.
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Cap��tulo 4

Din�amicas del circuito de regulaci�on

g�enica con retroalimentaci�on positiva y

negativa

4.1. Soluci�on oscilatoria

Como se muestra en la Figura 4.1, el sistema es capaz de oscilar; la din�amica es
la siguiente: al inicio, tanto la prote��na A como B est�an siendo sintetizadas principal-
mente de manera basal. Dada la ultrasensibilidad deA, al llegar a cierta concentraci�on
su s��ntesis se dispara a valores muy altos, provocando tambi�en que la s��ntesis deB se
dispare. Al aumentar la concentraci�on del represorB , el nivel de expresi�on deA dis-
minuye, causando que la concentraci�on deB tambi�en baje. Al disminuir B , A vuelve a
aumentar su s��ntesis y el ciclo se repite.

De acuerdo al an�alisis de estabilidad, el estado estacionario del conjunto de par�ametros
elegido para este ejemplo es una espiral inestable. Independientemente de las condicio-
nes iniciales, las trayectorias se ver�an atra��das a un ciclo l��mite y por lo tanto el sistema
oscilar�a. En la Figura 4.1 se encuentra el plano fase del sistema, as�� como susnullclines.
El estado estacionario del sistema se encuentra en la intersecci�on de ambas. Aqu��,A
corresponde al ejex y B al eje y, de manera queA determina el 
ujo horizontal y B
el 
ujo vertical de las trayectorias. Las trayectorias del sistema en el plano fase, repre-
sentadas en forma de 
echas, muestran que condiciones iniciales lejos del ciclo l��mite se
ven atra��das a �el, mientras que las trayectorias m�as cercanas al estado estacionario se
ven repelidas por este y terminan en el ciclo.
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4. DIN �AMICAS DEL CIRCUITO DE REGULACI �ON G�ENICA CON
RETROALIMENTACI �ON POSITIVA Y NEGATIVA

Figura 4.1: Din�amica oscilatoria - Simulaci�on determinista del circuito con par�ametros:

K 1 = 100, � = 0 :25, K A = 5, K B = 10, nA = 4, nB = 4, K 2 = 1, K 3 = 130, � = 0 :01,

K = 30, n = 4, K 4 = 1; con condiciones inicialesA = 0 y B = 0 (izquierda). Plano fase

con lasnullclines del sistema (derecha).

4.2. Soluci�on biestable

En la Figura 4.2 se muestra una soluci�on biestable del sistema. En el plano fase se
pueden ver los tres estados estacionarios: dos estables y uno inestable. Dependiendo de
cu�ales sean las condiciones iniciales, las trayectorias se ven atra��das a uno u otro de
los puntos atractores. Si la condici�on inicial se encuentra cerca del punto estable bajo
(i.e. en el que ambas prote��nas tienen valores menores), la soluci�on se ver�a atra��da a
este punto atractor, mientras que si empiezan cerca del estado estacionario alto (i.e.
en el que ambas prote��nas tienen valores mayores), las soluci�on se dirigir�a a este �ultimo.

Cabe resaltar que si bien ambos puntos son atractores, las din�amicas presentadas por
las prote��nas para alcanzarlos no es la misma. Para el punto estable bajo puede verse
que la concentraci�on de ambas prote��nas se `dispara' y despu�es decrece hasta llegar al
estado estacionario; por otra parte, para el punto estable alto no hay `disparo' y ambas
prote��nas suben suavemente. Estas diferencias tambi�en son notables en el mapa fase,
las trayectorias llegan de manera m�as directa al estado estacionario alto y al bajo llegan
en forma de espiral. Del an�alisis de estabilidad sobre los puntos de equilibrio resulta
que el punto estable bajo es una espiral estable mientras que el alto un nodo estable.

4.3. Caracterizaci�on del espacio de par�ametros

Conocer las regiones del espacio de par�ametros es relevante para tener en cuenta
las din�amicas posibles del sistema as�� como su robustez; es decir si existen m�as com-
portamientos adem�as de los descritos en las secciones anteriores y si el modelo es capaz
de conservar sus din�amicas ante cambios en el espacio de par�ametros. Para hacer esta
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Figura 4.2: Din�amica biestable - Simulaci�on determinista del circuito con

par�ametros:K 1 = 80, � = 0 :5, K A = 40, K B = 30, nA = 8, nB = 6, K 2 = 1, K 3 = 40,

� = 0 :25, K = 20, n = 3, K 4 = 1; con condiciones inicialesA = 0 y B = 0 (l��neas pun-

teadas) y A = 60 y B = 30 (l��neas s�olidas) (izquierda). Plano fase con las nullclines del

sistema (derecha).

caracterizaci�on se utiliz�o el software de Design Space Toolbox(DST)(37). Este an�alisis
result�o en un listado de 18 fenotipos resumidos en la Tabla 4.1.

Caso Eigenvalores N�umero de fenotipos

1 2 positivos con componente compleja 1

2 0 positivos con componente compleja 1

3 0 positivos sin componente compleja 11

4 1 positivo sin componente compleja 5

Tabla 4.1: Fenotipos del sistema - Cada caso est�a de�nido por el tipo de estabilidad

para su estado estacionario; la matriz jacobiana del sistema tiene dos eigenvalores, aqu�� se

reporta el n�umero de ellos que son positivos y si tienen componente compleja. Para cada

caso se indica el n�umero de fenotipos. Datos del modelo connA = 4, nB = 4 y n = 4.

Los casos 1 y 2, al tener componente compleja, corresponden a fenotipos con espirales.
En el caso 1 la espiral es inestable, pues tiene eigenvalores positivos, mientras que para
el caso 2 es estable, ya que sus eigenvalores son negativos. El caso 3 corresponde a un
nodo atractor y el caso 4 a unsaddle point. Este �ultimo tipo de estabilidad surge cuando
los eigenvalores tienen signos contrarios, resultando en que el estado estacionario sea
inestable. Como cada fenotipo representa la soluci�on sobre un solo estado estacionario,
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Figura 4.3: Gr�a�ca de estabilidad de acuerdo a DST - Estabilidad de las regiones

de par�ametros de acuerdo a cambios enK y K 3. Las clasi�caciones de estabilidad est�an

descritas en el texto principal. El conjunto de par�ametros referencia para esta �gura:K 1 =

100, � = 0 :25, K A = 1, K B = 0 :7, nA = 4, nB = 4, K 2 = 1, K 3 = 100, � = 0 :01, K = 20,

n = 4, K 4 = 1; este conjunto se encuentra en la regi�on 2 de la �gura.

comportamientos con m�as de uno como la biestabilidad se encuentran en la intersecci�on
de tres fenotipos: dos con puntos de equilibrio estables y uno inestable (e.g. dos fenoti-
pos del caso 3 y uno del caso 4). Con el prop�osito de explorar la regi�on de par�ametros
alrededor de la regi�on oscilatoria se tom�o un conjunto de par�ametros para los que el
sistema oscila y conDST se hizo una gr�a�ca que muestra c�omo cambia la estabilidad
del sistema ante cambios en los par�ametrosK y K 3 (Figura 4.3). Seg�un esta estima-
ci�on las regiones tienen la siguiente estabilidad: (0) punto de equilibrio atractor, (2)
espiral inestable (donde se encuentra el conjunto de par�ametros de referencia), (0,0,1)
dos puntos de equilibrio atractores y un repulsor, (0,1,2) punto de equilibrio atractor,
uno repulsor y una espiral inestable. Las aproximaciones deDST est�an basadas en el
an�alisis de estabilidad de un conjunto de par�ametros representativo de la regi�on por lo
que validarlas se hizo una exploraci�on basada en par�ametros (secci�on 3.1.3.2), dejando
todos los par�ametros �jos salvo por K 3 y K . Los resultados se muestran en la Figura 4.4.
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Figura 4.4: Gr�a�ca de estabilidad de acuerdo a la exploraci�on basada en

par�ametros - Muestreo de 5,000 conjuntos de par�ametros. El rango de valores deK y K 3

es [0,3] en escala logar��tmica. Par�ametros �jos: K 1 = 100, � = 0 :25, K A = 1, K B = 0 :7,

nA = 4, nB = 4, K 2 = 1, � = 0 :01, n = 4, K 4 = 1.

Al comparar la Figura 4.3 de DST con la Figura 4.4, se puede ver que en general
el patr�on se mantiene pero algunos conjuntos de par�ametros para los queDST predi-
ce cierta estabilidad, realmente presentan una distinta. Por ejemplo, en la Figura 4.3
pareciera ser que con los par�ametroslog10(K 3) = 0 :5 y log10(K ) = 0, el sistema se
encontrar��a en la regi�on (0,1,2), pero al ver par�ametros cercanos a estos valores en la
Figura 4.4, estos presentan un comportamiento monoestable.

Salvo por la regi�on (0,1,2) el comportamiento esperado es conocido (e.g. se espera
que en la regi�on fenot��pica (0,0,1) el sistema sea biestable), por ello se analiz�o un caso
en dicha regi�on. En la Figura 4.5 se muestra la soluci�on num�erica y el mapa fase de
un conjunto de par�ametros en la regi�on fenot��pica (0,1,2). En el mapa fase se pueden
observar los tres puntos �jos con la estabilidad predicha; a la izquierda est�a la espiral
inestable, a la derecha el nodo estable y entre ellos el nodo inestable. En la simulaci�on
determinista se observa como el sistema llega a su estado estacionario, adem�as de un
disparo inicial en la concentraci�on de la prote��na A.
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Figura 4.5: Din�amica en la regi�on (0,1,2) - Simulaci�on determinista del circuito con

par�ametros: K 1 = 100, � = 0 :25, K A = 1, K B = 0 :7, nA = 4, nB = 4, K 2 = 1, K 3 = 40,

� = 0 :01, K = 20, n = 4, K 4 = 1; con condiciones inicialesA = 0 y B = 0 (izquierda).

Plano fase con lasnullclines del sistema (derecha).

4.4. Discusi�on

Como se esperaba, el sistema desarrollado es capaz de presentar din�amicas oscila-
torias y biestables. Las oscilaciones que genera este circuito corresponden a la forma de
oscilaciones de relajaci�on descritas en el Cap��tulo 2. Las oscilaciones de la Figura 4.1
tienden a pasar m�as tiempo en concentraciones altas para despu�es bajar y volver a subir
precipitadamente. Con otros par�ametros tambi�en se han observado oscilaciones en las
que el patr�on es el opuesto, pero que tambi�en corresponde a oscilaciones de relajaci�on,
en donde tienden a pasar m�as tiempo en concentraciones bajas y disparase y bajar pre-
cipitadamente, formando picos. El an�alisis de estabilidad del sistema con par�ametros
que generan biestabilidad en la Figura 4.2 permiti�o observar que las din�amicas de las
trayectorias para llegar a los dos estados estacionarios pueden ser distintas y aunque
a lo largo del tiempo terminan manteniendo una concentraci�on constante, las que pre-
sentan la espiral estable generan antes un peque~no disparo en la concentraci�on.

El an�alisis del espacio de par�ametros conDST, adem�as de lograr con�rmar que las
din�amicas de inter�es son robustas ante cambios en sus par�ametros, permiti�o encontrar
conjuntos de par�ametros que presentan comportamientos que no se hab��an considera-
do inicialmente (i.e. regi�on (0,1,2)). Se comprob�o que esta herramienta puede predecir
adecuadamente los comportamientos del sistema, pero que como los desarrolladores
indican, va perdiendo precisi�on cuando se encuentra en los l��mites de los fenotipos.
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Cap��tulo 5

Efecto del Ruido Bioqu��mico en las

din�amicas del circuito

5.1. Las oscilaciones son robustas ante el ruido bioqu��mico

La din�amica oscilatoria del modelo es robusta ante el ruido bioqu��mico. Como se
puede ver en la Figura 5.1, los par�ametros utilizados para la Figura 4.1 presentan
oscilaciones a�un ante las perturbaciones del ruido. Sus amplitudes y periodo conservan
valores similares aunque las amplitudes de ambas prote��nas son mayores en la simulaci�on
estoc�astica y el periodo menos preciso.

5.2. Oscilaciones inducidas por ruido bioqu��mico

El ruido bioqu��mico tambi�en produce oscilaciones cuando de manera determinista
el sistema llega a un estado estacionario. Para los par�ametros utilizados en la Figura
5.2, de acuerdo al an�alisis de estabilidad, el punto de equilibrio es una espiral atractora.
Por ello, al integrar de manera num�erica las ecuaciones diferenciales hay 
uctuaciones
en la expresi�on de las prote��nas antes de llegar a su estado estable. Por otra parte, en la
simulaci�on estoc�astica estas 
uctuaciones son ampliadas y el resultado es una din�amica
oscilatoria.

Como se vio en el Cap��tulo 2, en la literatura ya se han reportado casos de oscilaciones
inducidas por ruido cuando el an�alisis de estabilidad reporta un estado estacionario es-
table; dichas oscilaciones tienden a presentar amplitudes similares a las que se observan
en la regi�on oscilatoria (determinista) cercana al punto de bifurcaci�on. Para explorar si
esto tambi�en se observaba en nuestro modelo se procedi�o a cambiar solo el par�ametro
K del valor K = 25 utilizado en la simulaci�on de la Figura 5.2 a K = 28; el sistema con
K = 28 presenta un ciclo l��mite (su an�alisis de estabilidad result�o en una espiral inesta-
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Figura 5.1: Din�amica oscilatoria con ruido bioqu��mico - Simulaci�on estoc�astica del

circuito con par�ametros: K 1 = 100, � = 0 :25, K A = 5, K B = 10, nA = 4, nB = 4, K 2 = 1,

K 3 = 130, � = 0 :01, K = 30, n = 4, K 4 = 1; con condiciones inicialesA = 0 y B = 0.

Figura 5.2: Oscilaciones inducidas por ruido bioqu��mico - Simulaciones estoc�astica

(izquierda) y determinista (derecha) del circuito con par�ametros: K 1 = 90, � = 0 :5, K A =

30, K B = 40, nA = 8, nB = 5, K 2 = 1, K 3 = 150, � = 0 :01, K = 25, n = 15, K 4 = 1; con

condiciones inicialesA = 0 y B = 0.
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5.3 Switching biestable

Figura 5.3: Oscilaciones cerca de un punto de bifurcaci�on - Simulaci�on determinista

del circuito con par�ametros: K 1 = 90, � = 0 :5, K A = 30, K B = 40, nA = 8, nB = 5,

K 2 = 1, K 3 = 150, � = 0 :01, K = 28, n = 15, K 4 = 1; con condiciones inicialesA = 0 y

B = 0.

ble), de manera que hay oscilaciones en la simulaci�on determinista (Figura 5.3). Tanto
en las oscilaciones estoc�asticas de la Figura 5.2 como en las deterministas de la Figura
5.3, la prote��na B alcanza valores alrededor de 60 en sus picos y la prote��naA alrededor
de 30; adem�as de que el periodo es similar. Las oscilaciones de la simulaci�on estoc�astica
analizada aqu�� tiende a conservar propiedades de las oscilaciones deterministas que se
encuentran cerca en el espacio de par�ametros.

5.3. Switching biestable

En acuerdo con el Cap��tulo 2, un sistema biestable con ruido bioqu��mico es un
switch biestable en el que el sistema puede cambiar entre los dos estados estables.
El resultado de simular de manera estoc�astica el modelo con los mismos par�ametros
que los utilizados en la Figura 4.2 se encuentra en la Figura 5.4. Se puede ver que la
prote��na A empieza en valores cercanos a 30, despu�es de algunas 
uctuaciones causadas
por el ruido se `dispara' su s��ntesis y tiende a estar ahora en valores cercanos a 80. A
lo largo de la simulaci�on el n�umero de prote��nas va cambiado entre estos dos estados.
En la Figura 5.4 se muestran los histogramas de la simulaci�on para ambas prote��nas.
Para el factor de transcripci�on A, es claro que la distribuci�on es bimodal y que cada
moda corresponde a cada uno de los estados estacionarios estables (v�ease en la Figura
4.2). Por otra parte, tanto en la simulaci�on estoc�astica como en el histograma, las
caracter��sticas del switching biestable no parecen ser tan claras en la prote��na B: las

uctuaciones no aparentan un switch y la distribuci�on parece tener una sola moda. Si
se consideran los estados estacionarios estables de B, estos tienen valores m�as cercanos
a comparaci�on de los de A (v�ease en la Figura 4.2) y de hecho la moda del histograma
se encuentra entre el valor de ambos estados estacionarios.
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Figura 5.4: Switch biestable - Simulaci�on estoc�astica del circuito con par�ametros: K 1 =

80, � = 0 :5, K A = 40, K B = 30, nA = 8, nB = 6, K 2 = 1, K 3 = 100, � = 0 :25, K = 20,

n = 3, K 4 = 1; con condiciones inicialesA = 0 y B = 0 (�gura superior). Histogramas del

n�umero de mol�eculas de ambas prote��nas (�gura inferior).
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5.4 Sistema excitable inducido por ruido

Figura 5.5: Simulaci�on estoc�astica del Fenotipo (0,1,2) - Simulaci�on estoc�astica del

circuito con par�ametros: K 1 = 100, � = 0 :25, K A = 1, K B = 0 :7, nA = 4, nB = 4, K 2 = 1,

K 3 = 40, � = 0 :01, K = 20, n = 4, K 4 = 1; con condiciones inicialesA = 0 y B = 0.

5.4. Sistema excitable inducido por ruido

Al introducir ruido al ejemplo de la regi�on fenot��pica (0,1,2) de la Figura 4.5 se
obtiene una din�amica distinta a la de simplemente llegar a un estado estacionario.
En la Figura 5.5, las prote��nas parecen permanecer en valoresA � 80 y B � 40
(correspondientes al punto de equilibrio estable) pero de vez en cuando hay 
uctuaciones
en su expresi�on que llegan a valores muy bajos, m�as de los que se esperar��an de las

uctuaciones sobre un estado estacionario estable. Estas 
uctuaciones coinciden con
las trayectorias observadas en el mapa fase de la Figura 4.5; el sistema es atra��do por
el punto estable, pero es empujado fuera de �el y da un recorrido por el mapa hasta
regresar al nodo atractor.

5.5. Discusi�on

Las oscilaciones del modelo son robustas ante las 
uctuaciones del ruido bioqu��mi-
co, pues conservan amplitudes y periodos similares, aunque las amplitudes tienden a
ser ampliadas gracias a las 
uctuaciones y los periodos a ser m�as inexactos. El circui-
to adem�as logra recapitular las oscilaciones inducidas por ruido que otros grupos han
caracterizado ((18), (19), (38), (23)) al presentar din�amicas oscilatorias en las simu-
laciones estoc�asticas cuando el an�alisis de estabilidad y las simulaciones deterministas
indican que el sistema llega a un estado estacionario. De acuerdo con lo que esos grupos
han observado, las oscilaciones inducias por ruido en este circuito tambi�en tienden a
conservar periodos y amplitudes similares a las de oscilaciones deterministas que se
encuentran cerca del punto de bifurcaci�on.

Como se esperaba, los conjuntos de par�ametros biestables pueden generarstate swit-
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ching ante la presencia de ruido bioqu��mico. En el ejemplo de la Figura 5.4, solo una de
las prote��nas logra recapitular claramente las caracter��sticas delstate switching. Aunque
se ha observado que en otros ejemplos, es decir con otros par�ametros, ambas prote��nas
presentan elswitching y la bimodalidad, resulta interesante que esto no suceda en todos
los casos.

El comportamiento de la Figura 5.5 se ha estudiado en otros circuitos sint�eticos y
biol�ogicos (33) (5); en particular en la entrada al estado de competencia de subpobla-
ciones en poblaciones deBacillus subtilis. Estas bacterias permanecen la mayor parte
del tiempo fuera del estado competente, pero se ha propuesto que un sistema excita-
ble es el responsable de llevarlos a este estado gracias a perturbaciones inducidas por
ruido bioqu��mico. La topolog��a base para este comportamiento es una combinaci�on de
retroalimentaci�on positiva y negativa (7) como la de nuestro circuito.
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Cap��tulo 6

Din�amicas evolutivas del circuito ante un

ambiente 
uctuante

6.1. Las poblaciones logran adaptarse ante ambientes 
uc-

tuantes

Como se explic�o en el cap��tulo de M�etodos, con el objetivo de caracterizar las
din�amicas evolutivas de todos los elementos del circuito se realizaron dos tipos de ex-
perimentos: con la prote��na A o la prote��na B bajo selecci�on. Simulaciones de cada
uno de ellos se hicieron sobre diferentes genotipos iniciales, pasos mutacionales (M ) y
frecuencias de 
uctuaci�on ambiental (f ). Las poblaciones se adaptaron mejor a algunas
condiciones que a otras. En la Figura 6.1 se muestranheatmapsde los valores de adap-
taci�on m�axima del promedio poblacional en los 10 �ultimos ciclos ambientales. En ambos
tipos de experimentos y para todos los genotipos iniciales, los valores de adaptaci�on m�as
bajos se encuentran en la condici�onf = 0 :5, es decir cuando la 
uctuaci�on ambiental se
da cada 2 generaciones. Para las simulaciones con la presi�on selectiva sobre la prote��na
A tambi�en se observan valores dew m�as bajos para M = 1 :1 en f = 0 :1 y f = 0 :2,
excepto para el genotipo inicial 4. Un patr�on similar se observa en los genotipos 1 y 3
de las simulaciones que seleccionan sobre la prote��na B.

En las Figura 6.2 se muestran dos casos en los que las poblaciones lograron adap-
tarse a su ambiente 
uctuante. En la izquierda de la �gura se encuentran los valores
de adaptaci�on promedio (w) para el primer y �ultimo ciclo ambiental; en la derecha la
distribuci�on de los valores de la prote��na que est�a bajo presi�on selectiva. En la parte su-
perior de la Figura 6.2 est�an los resultados de la selecci�on sobre A de la simulaci�on con
genotipo inicial 3, 
uctuaciones ambientalesf = 0 :02 (cuando el ambiente cambia cada
50 generaciones) y paso mutacionalM = 3. Al inicio del primer ciclo la poblaci�on no
se encuentra adaptada a su ambiente pero su valor de adaptaci�on promedio comienza a
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Figura 6.1: Adaptaci�on promedio de las poblaciones - Valores de adaptaci�on m�axima

del promedio de las poblaciones en los �ultimos 10 ciclos para cada experimento (grupos

horizontales) y sus respectivos genotipos iniciales (grupos verticales) bajo las diferentes

condiciones simuladas variando los par�ametrosM (�las) y f (columnas). Los genotipos

iniciales son los siguientes: (1) estado estacionario alto enP � 80, (2) estado estacionario

bajo en P � 20, (3) oscilaciones con picos y valles enP � 80 y P � 20, respectivamente y

(4) biestabilidad con estados estacionarios enP � 80 y P � 20. Para las simulaciones que

seleccionan sobre A, P corresponde a A, mientras que para las simulaciones que seleccionan

sobre B, P corresponde a B. Los valores de adaptaci�on se obtuvieron al promediar el valor

m�aximo de adaptaci�on promedio de la poblaci�on en el ambiente bajo con el valor m�aximo

de adaptaci�on promedio de la poblaci�on en el ambiente bajo, ambos dentro de los �ultimos

10 ciclos ambientales.

50



6.1 Las poblaciones logran adaptarse ante ambientes 
uctuantes

Figura 6.2: Casos en los que las poblaciones logran adaptarse - Promedio po-

blacional de adaptaci�on (w) del primer y �ultimo ciclo ambiental; la poblaci�on inicia en el

ambiente bajo y despu�es de 1=f generaciones cambia al ambiente alto. Histogramas de los

promedios del n�umero de prote��nas en las 10,000 generaciones simuladas. Caso de selecci�on

sobre A con genotipo inicial 3,f = 0 :02 y M = 3 (superior). Caso de selecci�on sobre B con

genotipo inicial 2, f = 0 :2 y M = 2 (inferior).

subir en tan solo unas cuentas generaciones a valores considerablemente altos (w � 0:3);
en la generaci�on 50, cuando termina la primera �epoca, el valor de adaptaci�on decrece
pero unas pocas generaciones despu�es vuelve a subir. En el �ultimo ciclo la din�amica
es similar, pero ahora la poblaci�on alcanza valores promedio de adaptaci�on m�as altos
(w � 0:4) y el n�umero de generaciones que pasan para que la poblaci�on incremente
w despu�es del cambio ambiental es menor a comparaci�on de la primer generaci�on. La
distribuci�on de la prote��na A es bimodal y las modas corresponden a los valores �optimos.

En la parte inferior de la Figura 6.2 est�an los resultados de la selecci�on sobre B
con genotipo inicial 2, 
uctuaciones ambientalesf = 0 :2 (cuando el ambiente cambia
cada 5 generaciones) y paso mutacionalM = 2. Aqu��, en la primera �epoca la poblaci�on
ya se encuentra adaptada para el ambiente bajo pues el genotipo 2 tiene su estado
estacionario alrededor deB � 20. En la generaci�on 5 el valor de adaptaci�on decrece
y empieza a aumentar hasta las �ultimas generaciones del ciclo. Para el �ultimo ciclo
ambiental, la poblaci�on tarda menos generaciones despu�es del cambio ambiental para
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aumentar su adaptaci�on promedio. La distribuci�on de la prote��na B tambi�en es bimo-
dal pero sus modas no se encuentran exactamente en los valores �optimos aunque s��
cerca. Los ejemplos escogidos tienen valores promedio de adaptaci�on altos (w > 0:3)
de acuerdo a la Figura 6.1, aunque el elegido de los experimentos de selecci�on sobre
A tienen un valor w m�as alto, en congruencia con las diferencias en las distribuciones
y los valores dew en el �ultimo ciclo ambiental mostrado en la Figura 6.2; adem�as de
que las frecuencias ambientales son muy distintas y podr��an in
uir en la diferencia de
adaptaci�on observada.

6.2. Estrategias para lidiar con ambientes 
uctuantes

Se realiz�o el an�alisis de estabilidad para los genotipos de las �ultimas generaciones
en el ambiente alto y en el ambiente bajo de cada linaje que sobrevivi�o un ciclo am-
biental (seg�un se explica en la secci�on de M�etodos). Bas�andose en los resultados del
an�alisis de estabilidad y en el n�umero de mutaciones que ocurrieron a lo largo del li-
naje, se de�nieron las siguientes estrategias: (OSC) oscilaciones, el circuito oscila en
todo el linaje y no ocurren mutaciones; (OSC GA) oscilaciones y adaptaci�on gen�etica,
el circuito oscila al menos en los dos genotipos analizados y ocurren mutaciones; (BIS)
biestabilidad, el circuito es biestable en todo el linaje y no ocurren mutaciones; (BIS
GA) biestabilidad y adaptaci�on gen�etica, el circuito es biestable al menos en los dos
genotipos analizados y ocurren mutaciones; (GA) adaptaci�on gen�etica, hay mutaciones
pero estas causan que el circuito no permanezca en la misma din�amica (e.g. de oscila-
ciones a biestabilidad) o permanece en la misma din�amica pero esta no es biestable ni
oscilatoria (e.g. monoestable). Finalmente, se clasi�caron en (OTRO) a aquellos linajes
en donde no ocurrieron mutaciones pero que la din�amica del genotipo no se identi�c�o
como oscilaciones ni biestabilidad (e.g. monoestabilidad).

En la Figura 6.3 se muestran las estrategias utilizadas en los linajes de las simulaciones
de la secci�on anterior. Algunas tendencias generales fueron encontradas. La adaptaci�on
gen�etica (GA) tiende a ser la estrategia dominante cuando el ambiente 
uct�ua a una
frecuencia baja (f = 0 :02) y cuando los pasos mutacionales son altos (M = 2 y M = 3),
independientemente de la prote��na que est�e bajo selecci�on y del genotipo inicial. Tam-
bi�en se observ�o que las estrategias (OSC GA) y (BIS GA) tienden a complementar a
las oscilaciones (OSC) y a la biestabilidad (BIS) respectivamente, es decir que suelen
dominar bajo las mismas condiciones.

Tambi�en se encontraron otras tendencias pero estas no se mantienen en todos los casos.
Por ejemplo, (OSC) es la estrategia m�as presente cuando el paso mutacional es bajo
(M = 1 :1) y cuando las 
uctuaciones ambientales son muy frecuentes (f = 0 :5); la
excepci�on de este comportamiento son el caso en el que B est�a bajo presi�on selectiva
y su genotipo inicial es el 2 y los casos con genotipo inicial 4 (i.e. biestabilidad), tanto
para cuando A est�a bajo presi�on selectiva como para cuando B lo est�a. De manera
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6.2 Estrategias para lidiar con ambientes 
uctuantes

Figura 6.3: Estrategias de los linajes - Proporci�on de cada estrategia utilizada bajo

las diferentes condiciones simuladas variando los par�ametrosM (�las) y f (columnas);

agrupados seg�un las estrategias descritas en el texto principal y los genotipos iniciales.
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interesante, los linajes de los casos con genotipo inicial biestable no presentan las es-
trategias (OSC) ni (OSC GA).

Adicionalmente, en los experimentos que seleccionan sobre B y para los genotipos ini-
ciales del 1 al 3, las estrategias que no fueron identi�cadas en ninguno de los casos
anteriores (OTRO) dominan solo con la frecuenciaf = 0 :5 de cambio ambiental y en
pasos mutacionales altos:M = 2 o M = 3; por otra parte, en los experimentos con A
bajo presi�on selectiva su presencia es m�as variable entre los diferentes genotipos ini-
ciales. Es importante remarcar que las estrategias de esta categor��a requieren de m�as
caracterizaci�on pues pudieran realmente pertenecer en otros grupos (v�ease m�as adelan-
te). Finalmente, el patr�on de (BIS) es menos claro pero parece ausente en los ambientes
que 
uct�uan con menor frecuencia (f = 0 :02) y junto a (BIS GA) es la estrategia domi-
nante en casos en donde la poblaci�on inicia con par�ametros que generan biestabilidad
(genotipo 4).

Aunque las oscilaciones dominan sobre otras estrategias en varias condiciones ambienta-
les, como se puede observar en la Figura 6.1, estas condiciones suelen presentar un valor
de adaptaci�on menor en comparaci�on con otros casos. Asimismo, las estrategias clasi�-
cadas en (OTRO) suelen tambi�en presentar baja adaptaci�on en comparaci�on. Por otra
parte, en los genotipos iniciales del 1 al 3 los valores de adaptaci�on m�as altos tienden a
ocurrir con frecuencias de 
uctuaciones ambientales bajas (f = 0 :02) y pasos mutacio-
nales altos (M = 2 y M = 3), en donde la adaptaci�on gen�etica es la estrategia preferida.

Con el objetivo de investigar m�as a fondo el efecto que utilizar diferentes estrategias
tiene sobre la adaptaci�on de la poblaci�on, y como las distintas din�amicas emergentes
(i.e. biestabilidad y oscilaciones) del circuito y la adaptaci�on gen�etica pueden ser imple-
mentadas como estrategias para lidiar con las 
uctuaciones ambientales, examinamos
el valor de adaptaci�on promedio de los linajes (wL ) en tres casos en los que diferentes
estrategias con din�amicas emergentes co-dominan y en un caso que utiliza solo adap-
taci�on gen�etica; adem�as, para cada uno de ellos se muestra una simulaci�on estoc�astica
de la din�amica de expresi�on que el o los genotipos de uno de los linajes presentan.

6.2.1. Din�amicas emergentes del circuito como estrategias adaptativas

6.2.1.1. Oscilaciones

En el caso en el que B se encuentra bajo presi�on selectiva, con genotipo inicial 1,
f = 0 :02 y M = 1 :1 los linajes utilizan tres estrategias: (OSC), (OSC GA) y (GA).
En la Figura 6.4 (izquierda) se muestran la distribuci�on de las estrategias de acuerdo
al n�umero de mutaciones en el linaje y awL . Aqu�� destaca que los linajes con mayor
valor de adaptaci�on wL son aquellos que utilizan las estrategias (OSC) y (OSC GA);
aunque los linajes con estas estrategias llegan a tener valores similares a aquellos que
tienen los linajes que utilizan (GA), es decir que no tienen exclusivamente valores altos.
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uctuantes

Figura 6.4: Oscilaciones como estrategia adaptativa - Distribuci�on de las estrategias

de acuerdo al n�umero de mutaciones en el linaje y al valor promedio de adaptaci�on en el

linaje (wL ) (izquierda). Simulaci�on estoc�astica del genotipo de uno de los linajes que utiliza

OSC como estrategia, con par�ametros:K 1 = 160:08, � = 0 :99, K A = 5 :26, K B = 16:61,

nA = 7 :02, nB = 15:38, K 2 = 1, K 3 = 160:24, � = 0 :006, K = 37:43, n = 1 :77, K 4 = 1; se

muestran dos decimales (derecha).

El valor de adaptaci�on promedio de la poblaci�on que se muestra en la Figura 6.1 es de
w = 0 :28; este valor no es particularmente alto, pero el valor de sus linajes s�� llega a
serlo.

La din�amica de uno de los genotipos de los linajes que utilizan (OSC) como estra-
tegia se encuentra en la Figura 6.4 (derecha); el linaje de este genotipo tiene un valor
de adaptaci�on wL = 0 :85. Los valores de B alcanzar alturas y valles de 80 y 20 en
sus oscilaciones, y estas tienden a permanecer m�as tiempo arriba y subir r�apidamente
al llegar a su valor m��nimo. Notablemente, el periodo de las oscilaciones es similar a
4 unidades de tiempo, coincidiendo con el valor del ciclo de vida de las c�elulas de la
poblaci�on.

6.2.1.2. Biestabilidad - State Switching

En el caso en el que B se encuentra bajo presi�on selectiva, con genotipo inicial 2,
f = 0 :02 y M = 1 :1 (las mismas condiciones que en el caso anterior pero con un ge-
notipo inicial distinto), los linajes utilizan tres estrategias: (BIS), (BIS GA) y (GA)
(Figura 6.5, izquierda). A diferencia del caso de la secci�on anterior, los valores dewL de
algunas estrategias se encuentran m�as restringidos y el valor promedio de adaptaci�on
de la poblaci�on es mayorw = 0 :42 (v�ease Figura 6.1), la posible relaci�on de estos dos
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6. DIN �AMICAS EVOLUTIVAS DEL CIRCUITO ANTE UN AMBIENTE
FLUCTUANTE

Figura 6.5: Biestabilidad- State Switching como estrategia adaptativa - Distribu-

ci�on de las estrategias de acuerdo al n�umero de mutaciones en el linaje y al valor promedio

de adaptaci�on en el linaje (wL ) (izquierda). Simulaci�on estoc�astica del genotipo de uno

de los linajes que utiliza BIS como estrategia, con par�ametros:K 1 = 70:8, � = 0 :36,

K A = 18:14, K B = 17:58, nA = 11:91, nB = 6 :04, K 2 = 1, K 3 = 82:46, � = 0 :14,

K = 17:4, n = 2 :23, K 4 = 1, se muestran dos decimales (derecha).

factores se considera en la secci�on de Discusi�on. Aqu�� los linajes que utilizan (BIS) y
(BIS GA) como estrategia parecen presentar menor variaci�on en sus valores dewL ,
siendo que estos est�an concentrados en valores dewL > 0:85, mientras que las los lina-
jes que utilizan (GA) presentan valores dew concentrados enwL < 0:85.

Uno de los genotipos de los linajes que utilizan (BIS) se encuentra en la derecha de la
Figura 6.5; su linaje tiene un valor de adaptaci�on wL = 0 :92. En la simulaci�on se puede
observar claramente que el efecto del ruido bioqu��mico permite que el genotipo biestable
presenteswitching epigen�etico. Los linajes con este genotipo presentanepimutaciones
que les permiten cambiar de un estado estacionario a otro. En la simulaci�on se ve que
ambas prote��nas (de particular importancia la prote��na B, ya que es la que est�a bajo
selecci�on), permanecen dando peque~nas 
uctuaciones cerca de uno de los estados, para
despu�es de una mayor 
uctuaci�on, cambiar al otro.

6.2.1.3. Oscilaciones inducidas por ruido

El �ultimo caso sin mutaciones analizado es aquel en el que la presi�on selectiva es
sobre A, con genotipo inicial 2, f = 0 :5 y M = 3. Las estrategias que utilizan estos
linajes son principalmente (GA) y las clasi�cadas como (OTRO), aunque tambi�en se
encuentran representadas (OSC GA) y (BIS GA); a diferencia de los dos casos anterio-
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6.2 Estrategias para lidiar con ambientes 
uctuantes

Figura 6.6: Oscilaciones inducidas por ruido como estrategia adaptativa - Dis-

tribuci�on de las estrategias de acuerdo al n�umero de mutaciones en el linaje y al valor

promedio de adaptaci�on en el linaje (wL ) (izquierda). Simulaci�on estoc�astica del genotipo

con par�ametros: K 1 = 100, � = 0 :25, K A = 38:58, K B = 8 :69, nA = 5 :45, nB = 1 :07,

K 2 = 1, K 3 = 150, � = 0 :007, K = 69:45, n = 16, K 4 = 1, se muestran dos decimales

(derecha).

res, las estrategias principales presentan una variaci�on considerable en sus valores de
adaptaci�on, tomando valores menores a 0.25 y hasta 1 (Figura 6.6, izquierda). Este caso
es de los que presentan menor valor promedio de adaptaci�on en la poblaci�on (w = 0 :19)
(v�ease Figura 6.1).

Uno de los genotipos que utiliza la estrategia clasi�cada como (OTRO) se encuentra en
la Figura 6.6 (derecha) y el linaje al que pertenece tiene una adaptaci�on dewL = 0 :70.
El an�alisis de estabilidad de este genotipo indica que el sistema tiene un �unico estado
estacionario estable, por lo que de manera determinista no presenta oscilaciones; por
lo tanto, estas son oscilaciones inducidas por ruido. De acuerdo a la simulaci�on, la pro-
te��na bajo selecci�on (A), alcanza picos y valles cerca de los valores �optimos 80 y 20. A
diferencia de las oscilaciones observadas en la derecha de la Figura 6.4, estas presentan
un periodo inconsistente, permaneciendo tiempos irregulares en valores altos y bajos
de A.

Particularmente para este caso m�as del 99 % de los genotipos de los linajes que utilizan
estrategias clasi�cadas como (OTRO) son monoestables. Es importante resaltar que
esto no quiere decir que todas las estrategias clasi�cadas como (OTRO) correspondan
a esta din�amica, pues an�alisis de otros casos resultaron en que algunos linajes realmen-
te pertenec��an a la clasi�caci�on de (BIS) pero nuestra manera de analizarlos no logr�o
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